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中文摘要

在能量尺度低于Planck能标的区域内，可以从有效场论的观点出发研究引

力的量子效应，即使目前人们尚未找到完整的量子引力理论。随之而来的一个

有趣问题是，量子引力效应将如何修改其他三种相互作用的耦合强度随能量尺

度的跑动行为。依照传统，可使用有效作用量方法处理此类问题。然而，人们

已经发现，在引力理论中使用传统有效作用量方法不能保证物理结果的规范无

关性。

为避免传统方法的缺陷，本文采用了Vilkovisky与DeWitt于二十世纪八十年

代发展的一套几何有效作用量方法，并以此研究了量子引力效应对标准模型中

所有规范相互作用随能量跑动的修正。这套方法可以保证物理结果的规范无关

性。

本文介绍了Vilkovisky-DeWitt有效作用量的基本内容，并以Coleman-

Weinberg模型为例详细展示了该方法的诸多要点。在此基础上，本文研究

了引力效应对标量phi-4理论、U(1)规范场论，以及Yang-Mills理论的修正，并在

一圈图近似下计算了这三种模型β函数的领头项。我们发现，当考虑进量子引力

效应后，在包括Abel与非Abel在内的所有规范理论中都出现了新的紫外固定点，

表现出渐进自由。这些紫外固定点的出现提示了在Planck能标附近三种基本规

范相互作用的大统一。这个大统一的出现是引力效应的结果，故而不再需要超

对称的存在。

关键词：Vilkovisky-DeWitt方法 量子引力 规范相互作用 渐进自由

大统一
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ABSTRACT

At the energy below the Planck scale, the quantum properties of gravitation can

be well studied under the philosophy of effective field theory, even though a complete

quantum theory of gravity is still absent now. Then there arises an interesting question,

namely, how the quantum-gravitational corrections will affect the running of the gauge

couplings of the other three types of fundamental interactions. Traditionally, these

kinds of problems can be approached by effective action method. However, it has been

shown that traditional effective action method can not guarantee the gauge invariance

of physical results in this case.

In this thesis, we investigate the quantum-gravitational corrections to the running

of all gauge couplings in standard model, by using the geometrical effective action

method developed by Vilkovisky and DeWitt in 1980s, rather than the traditional one.

The gauge invariance of the results can be guarantee manifestly.

The basics of Vilkovisky-DeWitt effective action is introduced with an detailed

illustration with Coleman-Weinberg model. Then, we fully study the gravitational cor-

rections to the scalar phi-four interactions, U(1) gauge theory, as well as S U(N) gauge

theories. The leading terms of β functions of these theories are calculated at 1-loop

level. We find that all gauge theories, both the Abelian and the non-Abelian ones, ex-

hibit asymptotic freedom, when gravitational corrections enter. These ultraviolet fixed

points of gauge theories may also imply a new grand unification without the require-

ment of supersymmetry.

Key words: Vilkovisky-DeWitt method quantum gravity gauge interac-

tions asymptotic freedom grand unification
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记号与约定

• 时空度规以gµν表示，其中，约定Minkowski时空的度规为： ηµν =

(+,−,−,−)。

• 关于广义相对论中各基本量，我们使用如下的约定

√−g =
√
− det gµν

R = gµνRµν;

Rκν = Rλ
κλν;

Rλ
κµν = ∂νΓ

λ
κµ + Γ

λ
νσΓ

σ
κµ − (µ↔ ν);

Γλµν =
1
2 gλα(∂µgαν + ∂νgαµ − ∂αgµν).

• 场空间的点以ϕi表示，其中的拉丁指标i, j, · · ·代表所有的时空点坐标、
Lorentz指标，以及内部对称性指标。

• 在第二章中，希腊指标α, β, · · ·是规范空间的指标，大写拉丁指
标A, B, · · ·是轨道空间的指标。

• 场空间的度规以Gi j表示，由其诱导的Christoffel联络以Γk
i j表示，规范理

论中完整的场空间联络以Γ̃k
i j表示。

• 在处理场空间的章节中，我们使用推广的Einstein求和约定：场空间中

重复指标的求和包括Lorentz指标、内部对称性指标的求和，以及时空坐

标的积分。

• 指标的对称化：我们约定A(iB j) ≡ 1
2 (AiB j + A jBi)。

VII



第 1章 引言

1.1 基本相互作用

自然界中存在四种基本相互作用：万有引力，电磁力，强相互作用与弱相

互作用。这些相互作用被称为“基本”，是由于在现有理论中，它们无法再为

其它相互作用所描述。“四种基本相互作用”的图景为二十世纪物理学界广泛接

受 [1]。

在人类探索基本相互作用的征途中，“统一”是一个无可争议的关键词。历

史上第一种处理基本相互作用的理论是 Newton引力理论。以此理论为基础，并

结合三条运动定律，Newton为天空中的星体运行与地面上诸多力学现象提供了

统一的物理解释。Newton理论是如此成功，以至于在其后百年之内，人们普遍

相信它就是描述外在世界的终极真理。

继Newton之后的下一次突破来自Maxwell。这位十九世纪伟大的物理学家

将电现象与磁现象统一进以他的名字命名的方程组中。在此基础上发展起来的

电动力学至今仍然是经典场论的典范。

二十世纪初的科学革命为物理学引进了全新的概念。在此时诞生的相对论

和量子理论已成为现代物理学的两大基石。广义相对论作为一种处理引力的经

典场论，不仅在比照于实验结果时极为成功，其简洁与优美的理论结构也给人

们留下了深刻的印象。另一方面，以狭义相对论和量子力学为基础的量子场论

已经成功地将强、弱、电磁等三种基本相互作用以规范场论的方式纳入到它的

理论框架中。以此为基础形成的粒子物理标准模型取得对了巨大的成功。

与此形成鲜明对照的是，由于来自理论和实验两方面的困难，人们目前

尚未找到一个完整的量子引力理论。从理论上，广义相对论结构特殊，对其

直接做量子化时存在不可重整等问题，这意味着在极高能量（即Planck能标，

EPlanck ∼ 1019GeV）下，广义相对论将失效。换言之，一个完整自洽的量子

引力理论并非广义相对论的简单量子化。在实验上，由于引力表现出量子效

应的典型能量尺度，即Planck尺度，远远高于目前人类实验所能触及的范围

（103GeV），因此当下不能指望从实验上直接探索量子引力的特性。

尽管我们没有完整的量子引力理论可供使用，但是根据现代有效场论的观
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点 [2]，无论量子引力的最终形式是什么，在能量尺度低于Planck能标时，用量

子场论模型处理引力都是一个好的近似。这是本文的出发点之一。

1.2 引力的场论方法

以场论观点出发，广义相对论可被陈述为如下的作用量：

S = S G + SΛ + S matter. (1-1)

此作用量的前两项描写纯引力的物理规律：

S G =
1

16πG

∫
dd x
√−gR =

1
κ2

∫
dd x
√−gR, (1-2)

SΛ = −
2
κ2

∫
dd x
√−gΛ. (1-3)

其中, S G 即著名的Hilbert-Einstein作用量，而SΛ是宇宙项。另外，G是Newton引

力常量，从而 κ =
√

16πG是小量，我们将用它作为作用量的展开量，Λ是宇宙

学常数。根据目前的实验结果， Λ非零，但极小 [3]。

作用量(1-1)中的最后一项中包含物质场，其形式依赖于物质场的具体模

型。

我们在此处所给出作用量之形式随着各物理量取法的不同而不同 [4]。在关

于引力的文献中，这些取法并不统一。故而有必要在此列出本文所用的一套约

定：

√−g =
√
− det gµν (1-4)

R = gµνRµν; (1-5)

Rκν = Rλ
κλν; (1-6)

Rλ
κµν = ∂νΓ

λ
κµ + Γ

λ
νσΓ

σ
κµ − (µ↔ ν); (1-7)

Γλµν =
1
2 gλα(∂µgαν + ∂νgαµ − ∂αgµν). (1-8)

另外，我们取平直Minkowski时空的时空度规 (+,−,−,−)。

由于我们考虑的是能量并不高（与Planck能标相比）、引力并不很强的情

形，故而，我们将在背景度规附近展开Hilbert作用量ηµν。为此，依下式在完整

的度规gµν中分离出微扰量hµν：

gµν = ηµν + κhµν, (1-9)
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由于κ的量纲为[能量]−1，而度规gµν本身是无量纲量，故hµν具有能量的量纲。

由此，度规的逆gµν即可按下式展开：

gµν = ηµν − κhµν + κ2hµαhαν + O(κ3). (1-10)

在此强调，hµν的指标用平直的背景度规ηµν上升或下降（而非完整度规gµν）。此

外，我们还将使用如下记号表示hµν的迹：

h ≡ hµµ = ηµνhµν. (1-11)

现在，将以上对度规的展开式代入Hilbert-Einstein作用量，即可得到作用量

的展开式。我们将推导置于附录，在此处列出结果。保留到O(κ0)，纯引力场部

分的作用量为：

S G =

∫
dd x 1

4
[
h∂2h − hµν∂2hµν + 2hµλ∂µ∂νhνλ − 2h∂µ∂νhµν

]
(1-12)

SΛ = −
∫

dd x
[ Λ
κ

h − Λ
4

(h2 − 2hµνhµν)
]
. (1-13)

可以看出，S G相当于一个自由的零质量自旋-2粒子的作用量。它具有规范

对称性，即在如下规范变换下保持不变：

δhµν = −∂µϵν − ∂νϵµ − κ(ϵλ∂λhµν + hλν∂µϵλ + hµλ∂νϵλ). (1-14)

下一步，我们用标准的路径积分手续对其作量子化。为此，首先需要选定规范

固定条件。我们选取Lorentz协变的谐和规范：

Fλ = ∂
µhµλ − 1

2 ∂λh. (1-15)

这相当于在Lagrangian中加入如下的规范固定项：

LGF =
1

2α(∂µhµλ − 1
2 ∂λh)2. (1-16)

在此规范下引力子的传播子将获得其最简单的形式，为：

Gµναβ =
i

k2

[(
2ηµ(ρησ)ν − 2

d−2ηµνηρσ
) − (1 − α)

4k(µην)(ρkσ)

k2

]
. (1-17)

为书写简洁起见，此处和今后，我们省去分母上的+iϵ项。

当考虑进宇宙学项SΛ后，该传播子需要修改。其具体形式将在下文给出。
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对于物质场作用量S matter，我们的处理手段与以上对纯引力的方法相仿，亦

即对度规做微扰展开。其详细步骤亦将在下文演示。

我们既然已经获得了处理引力的规范场论框架，下一步就可以将其应用于

对量子引力性质的研究。这当然是一个内容丰富的领域，因此，我们需要从一

个具体问题入手。本文的主题，是在规范理论中研究量子引力对相互作用强度

随能量跑动的修正。下面，让我们简单回顾这一问题的背景。

1.3 本文背景与研究之动机

非Abel规范理论的渐进自由是场论中的著名结果。此结论最初由’t Hooft、

Politzer [5]、 D. Gross和F. Wilczek [6]独立发现。从技术上讲，在相互作用理论中，

重整化的耦合常数g之大小并不固定，而是随能量尺度µ变化。人们通常使用β函

数描写这种变化，即：

β(g) = µ
dg(µ)

dµ
. (1-18)

例如，对于规范群为S U(N)的非Abel规范理论，其β函数在一圈图近似下的微扰

计算结果为：

β(g) = − 11Ng3

48π2 . (1-19)

此式右边表达式的符号起到决定性地重要作用。对于非Abel规范理论，此处符

号为负，这意味着随着能量尺度的增大，耦合常数将趋于零。此即（紫外）渐

进自由的含义。作为对比，量子电动力学(QED)的β函数的一圈图微扰结果为：

β(e) =
e3

12π2 (1-20)

右端的正号意味着该理论中没有渐进自由，相似的情况出现在phi-4模型的β函

数中：

β(λ) =
3λ2

16π2 . (1-21)

即，phi-4模型亦无渐进自由。

由于引力与一切携带能量的物质发生相互作用。因此当我们考虑引力效应

时，一切场论都将无可避免地接受修正。因此，一个十分有趣的问题是，引力
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效应将如何修改其它相互作用，特别是其它三种自然界的基本相互作用？更具

体地说，β函数将如何改变？

2007年，Robinson和Wilczek指出 [7]，当考虑进引力效应后，QED的β函数将

显示出渐进自由。它们发现，引力修正的β函数为：

β(e) = − 3κ2eµ2

16π2 , (1-22)

其中µ是一个特征能量尺度。

然而，这一结果很快被人们发现是规范依赖的 [8]，因此在物理上是不可接

受的。

为解决该问题，Toms等人使用了Vilkovisky-DeWitt有效作用量方法对该问

题在标量理论和QED中重新进行研究，以期取得规范不变的结果 [9] [10] [11]。在

这些文章中，他们使用了维数正规化的方法处理发散。然而，由于维数正规化

只能取出对数发散的项。而引力对规范场自能修正的领头项是二次发散，高于

对数发散。因此Toms等人并未得到完整的结果。

为了得到正确且完整的领头阶量子引力修正，本文采用截断正规化的方式

处理二次发散 1⃝，并将其应用于包括QED和Yang-Mills理论在内的所有规范理

论，以探索量子引力对这些理论的修正。我们发现，所有规范理论在经过量子

引力修正后都表现出渐进自由，并且，在一圈图近似下，最高阶引力修正的形

式与规范群的具体结构无关。

1⃝ 由于Vilkovisky-DeWitt方法自身可以保证结果的规范不变性，因此在这里使用截断正规化是合理的。
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第 2章 Vilkovisky-DeWitt方法：几何有效作用量

本文的主要任务是研究引力效应对各种相互作用耦合常数随能量尺度跑

动行为的修正。我们将会看到，在此过程中，几何有效作用量方法起到了关

键作用。历史上，这套方法及其相关理论首先由Vilkovisky和DeWitt在二十世

纪八十年代系统提出，以解决传统有效作用量方法的规范依赖问题 [12] [13] [14]。

因此该方法在文献中亦被广泛称为Vilkovisky-DeWitt方法。“几何有效作用

量(geometrical effective action)”一词，见于Toms [15]。我们采用此术语，以突显

该方法的核心思想：在场空间中置入几何结构。

本章的主题是较系统地介绍几何有效作用量方法。我们将仔细解释建立此

套方法关键步骤的动机，以使物理图像尽可能地清楚。

2.1 传统有效作用量方法

前已提及，几何有效作用量方法，或Vilkovisky-DeWitt方法，是传统有效作

用量方法的自然发展。因此，我们在本节中首先回顾传统有效作用量方法的基

本内容。

传统有效作用量方法目前已成为场论的标准内容，关于其详细介绍，可

见Peskin [16]与Weinberg [17]。

2.1.1 动机与定义

经典力学中，作用量S [ϕ]作为场量ϕi的泛函，居于整个理论的核心。场的

物理位形(ϕphys)i可由作用量S [ϕ]取极值之条件而获得，即：

δS [ϕ]
δϕi

∣∣∣∣
ϕi=(ϕphys)i

= 0. (2-1)

正是作用量S [ϕ]的这一性质使它在经典理论显得极为重要。

然而，在量子理论中，由于量子涨落，作用量的这个良好性质消失了。因

为一般说来，量子修正将使场的物理位形发生改变，从而与经典方程所决定的

物理位形相异。尽管如此，我们仍然希望寻找作用量泛函的替代品，或者说它

的量子版本，使得作用量在经典理论中的良好性质仍然能被量子理论继承下来。

事实上，这个替代者是存在的，它称为有效作用量。
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现在，我们为有效作用量赋予精确定义。为此，从路径积分Z[J]出发，

Z[J] = ⟨0|0⟩J = eiW[J] =

∫
Dϕ exp

[
iS [ϕ] + iJiϕi

]
. (2-2)

注意Z[J]是外源Ji的泛函. 我们可以将场变量ϕi在外源Ji下之真空期望值(VEV)通

过该路径积分表达出来，即：

⟨ϕi⟩ ≡
⟨0|ϕi|0⟩J
⟨0|0⟩J

= − i
Z[J]

δZ[J]
δJi

=
δW[J]
δJi

. (2-3)

反之，若将真空期望值⟨ϕi⟩ = ϕ̄i视为已知量，则外源Ji亦可被视为ϕ̄i的泛函，

Ji对ϕi的依赖关系可通过以下关系式读出：

δW[J̃]
δJ̃i

∣∣∣∣
J̃i=Ji
= ϕ̄i. (2-4)

留 心 此 式，我 们 即 可 定 义 有 效 作 用 量Γ[ϕ̄]为 连 通Green函 数 生 成 泛

函W[J]的Legendre变换：

Γ[ϕ̄] = W[J] − Jiϕ̄i. (2-5)

根据Legendre变换的定义，Γ[ϕ̄]是真空期望值ϕ̄i的泛函。由于ϕ̄i在此时被视为预

先给定的，我们在下文中亦称之为外场，或背景场。

Γ[ϕ̄]之所以被称为有效作用量，是由于它满足如下关系：

δΓ[ϕ̄]
δϕ̄i

= −Ji. (2-6)

当所有的外源J(x)被关闭，此关系式即与经典的作用量原理具有相同的形式。

这正是我们所希望看到的性质，因此Γ[ϕ̄] 的确可被当作经典作用量的量子版

本。

2.1.2 有效作用量的微扰计算

实际计算需要有效作用量的微扰展开式。现推导之 [18]。方便起见，定义场

量ϕcli为外源Ji存在时经典运动方程之解，并称之为经典场。即有：

δ

δϕi
S [ϕ]

∣∣∣∣
ϕi=ϕcli

= −Ji. (2-7)

从而，我们可在ϕcli附近对S [ϕi]做Taylor展开：

S [ϕcl + ϕ] = S [ϕcl] + ϕi
δ

δϕi
S [ϕ]

∣∣∣∣
ϕ=ϕcl
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+ 1
2 ϕiϕ j

δ2

δϕiδϕ j
S [ϕ]

∣∣∣∣
ϕ=ϕcl
+ I[ϕcl; ϕ], (2-8)

其中，我们用I[ϕcl, ϕ]表示ϕ的高阶项.现在，按下式定义传播子D:

iD−1
i j =

δ2

δϕiδϕ j
S [ϕ]

∣∣∣∣
ϕ=ϕcl

, (2-9)

同时注意到(2-7)式，即可得到：

S [ϕcl + ϕ] = S [ϕcl] − Jiϕi +
1
2 ϕi

(
iD−1

i j
)
ϕ j + I[ϕcl, ϕ]. (2-10)

从而，

Z[ϕ] =
∫
Dϕ exp

[
iS [ϕcl + ϕ] + iJi(ϕcli + ϕi)

]
= exp

[
iS [ϕcl] + iJiϕcli

] ∫ Dϕ exp
( i

2ϕi
(
iD−1

i j
)
ϕ j + I[ϕcl + ϕ]

)
= exp

(
iS [ϕcl] + iJiϕcli

)
Det −1/2(iD−1

i j )

×

∫
Dϕ exp

[ i
2ϕi

(
iD−1

i j
)
ϕ j + I[ϕcl + ϕ]

]∫
Dϕ exp

[ i
2ϕi

(
iD−1

i j
)
ϕ j

]
≡ exp

(
iS [ϕcl] + iJiϕcli

)
Det −1/2(iD−1

i j )Z2[J], (2-11)

用连通Green函数之生成泛函来表达，即有：

W[J] = S [ϕcl] + Jiϕcli +
i
2 log Det (iD−1

i j ) − i log Z2[J]. (2-12)

于是，可通过对W[J]作Legendre变换以获得有效作用量Γ[ϕ̄]的微扰展开。

为此，我们定义经典场ϕcli与期望值（背景场）ϕ̄i之差为ϕ
1
i，

ϕcli = ϕ̄i + ϕ
1
i . (2-13)

由于经典场与背景场之差完全由量子涨落所致，故而ϕ1
i作为背景场ϕ̄i的泛函，

与Planck常量~同量级. 注意到此点即不难发现，将有效作用量按ϕ1
i展开即等效

于按~展开。具体而言，我们有：

Γ[ϕ̄] =W[J] − Jiϕ̄i

= S [ϕcl] + Ji(ϕcli − ϕ̄i) + i
2 log Det (iD−1

i j ) − i log Z2[J]

= S [ϕ̄ + ϕ1] + Jiϕ
1
i +

i
2 log Det (iD−1

i j ) − i log Z2[J]
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= S [ϕ̄] + ϕ1
i
δS [ϕ]
δϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ̄
+ 1

2 ϕ
1
i ϕ

1
j
δ2S [ϕ]
δϕiδ j

∣∣∣∣
ϕ=ϕ̄

+ i
2 log Det (iD−1

i j ) − i log Z2[J] + Jiϕ
1
i

= S [ϕ̄] + i
2 log Det (iD−1

i j ) + O(~2). (2-14)

最后一行即按~展开到一次项的结果。如所周知，按~展开等价于按圈图展开。

因此上式也是近似到一圈图的结果。

2.2 几何有效作用量

本节与下节之内容源自Parker & Toms [15]。

2.2.1 传统有效作用量方法之缺陷

为理解上文所述的传统有效作用量（此处冠以“传统”二字以与本节的几

何有效作用量相区别）方法可能的不足之处，我们仍然从对经典作用量的分析

入手。只是，我们着眼于经典作用量的另一性质：对称性。

如所周知，作用量S [ϕ]是时空广义坐标变换下的标量，同时也是平直空间

中Lorentz变换的标量。

另外，S [ϕ]具有另一种更大的对称性—–它在场空间的场量重参数化变换下

亦保持不变。由此我们可以说，作用量不仅是时空中的标量，也是场空间中的

标量。这一事实可被表达为：

S ′[ϕ′] = S [ϕ]. (2-15)

其中，ϕ′ = ϕ′(ϕ)是场空间中任意的重参数化变换（当然我们假设此变换性质足

够良好，比如非退化）。

作用量在场空间重参数化下的不变性，仅仅反映了这样的事实，即对同一

个理论用不同的变量进行描写，其效果是等价的。在经典理论中，这是一个平

庸的陈述。

然而，此问题在量子理论中就变得微妙起来。这不难理解：由于量子理论

通常是由一种经典理论经量子化而来，该过程用正则量子化的语言来说，即我

们需要选定一组正则坐标并用其构建对易关系。因此，即使从同一种经典理论

出发，选取不同的正则变量亦将导致不同的量子理论。换言之，量子化后的理

论即失去了原经典理论的重参数化不变性。
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的确，依上节方法所得的传统有效作用量Γ[ϕ]并无场量重参数化变换的不

变性，换言之，它并不是场空间中的标量。我们可从下式理解这一事实：

eiΓ[ϕ̄] = exp
(
iW[J] − iJiϕ̄i

)
=

∫
Dϕ exp

[
iS [ϕ] − i

δΓ[ϕ̄]
δϕ̄i

(ϕi − ϕ̄i)
]
. (2-16)

在最后一行的表达式中，出现了两个场量的差。或者说，场空间中两点的坐标

差。正是此坐标差导致有效作用量在场量重参数化下不再表现为标量。因为在

一般情形下，坐标差不是矢量，故而在坐标变换下并不协变（除非空间本身是

平坦的）。

这本身并不成问题。一种量子理论所携带的信息多于其相应的经典理论，

因此不同的量子理论可能具有相同的经典极限，这是我们熟知的事实。

然而，在具有规范对称性的理论中，规范变换本身亦可被视作场量的重参

数化。因此，量子理论中重参数化不变性的丢失也许会导致（虽然并非必定导

致）规范不变性的丢失。其结果是，有效作用量Γ[ϕ̄]将依赖于规范选取。

这似乎也不是问题。因为有效作用量本身并非物理可观测量，因此它可以

依赖于规范自由度。我们所要求的仅仅是，物理结果，例如S矩阵元，必须规范

不变。的确，可以证明，即使传统有效作用量是规范依赖的，但由它导出的S矩

阵元却是规范无关的 [19]。

不过，除了S矩阵元，我们还对另一些物理量感兴趣，比如β函数。由于β函

数反映了物理的耦合参数随能量尺度的跑动行为，因此它应当是规范无关的。

但是，由规范依赖的传统有效作用量所求出的β函数是否一定是规范不变的呢？

不幸的是，β函数的规范不变性在传统有效作用量方法中的确无法保证。我

们在下文将会举例演示，传统有效作用量方法的确会导致规范依赖的β函数。

为解决此问题，我们不妨对有效作用量施加更强的限制：即要求它与经典

作用量一样，也是场空间中重参数化变换下的标量。在下一小节中，我们将定

义这样的有效作用量。

2.2.2 几何有效作用量之定义与圈图展开

据以上讨论，我们已经清楚，传统有效作用量Γ[ϕ̄]的非标量性来自场空间

中坐标差(ϕi − ϕ̄i)的非矢量性，如图2.1所示。 1⃝ 正如上文所及，流形上某点的

1⃝ 从现在起，我们将在场空间中引入度规结构，因此有必要区分场量的上下指标。
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ϕ̄i
ϕi

图 2.1 场空间两点的之坐标差示意图

ϕ̄i
ϕiϕ⋆

σi[ϕ⋆, ϕ]
σi[ϕ⋆, ϕ̄]

图 2.2 异地坐标差与同点处的矢量差示意图

切矢量实为其切空间中的矢量。若流形自身是平坦的线性空间，则可将它与其

上一点的切空间等同起来。在此情形下，流形上两点的坐标差自然就是一个切

矢量。然而，一旦流形本身是弯曲的，我们就无法作这种等同，此时坐标差不

再是矢量，故而不再协变。于是可以想到，解决该问题的一种方法是，将场空

间的坐标差代之以一个协变的量。

设想我们已在场空间中定义了度量Gi j，这样便可谈论诸如联络、长度、测

地线等等概念。特别是，坐标差(ϕi − ϕ̄i)可被替换为一个协变量。详言之，首先

选取场空间中另一点ϕ⋆
i，并设连接两点ϕ⋆

i与ϕi的测地线之长度为 L[ϕ⋆, ϕ]，继

而，可依下式定义σ[ϕ⋆, ϕ]：

σ[ϕ⋆, ϕ] = 1
2 L2[ϕ⋆, ϕ]. (2-17)

于是，我们可以将(ϕi − ϕ⋆i)替换为−σi[ϕ⋆, ϕ]，后者的定义是：

σi[ϕ⋆, ϕ] = Gi jσ, j[ϕ⋆, ϕ], (2-18)

其中，泛函导数作用于σ[ϕ⋆, ϕ]的第一个变量上. 1⃝ 同理，可以定义σi[ϕ⋆, ϕ].不

难看出，σi在其第一个变量处表现为矢量、在第二个变量处表现为标量。于是，

若将坐标差(ϕi− ϕ̄i)代之以σi[ϕ⋆, ϕ̄]−σi[ϕ⋆, ϕ]，则由于后者为同一点（即ϕ⋆i）处

两个矢量之差，故而仍是该点的矢量，具有显式协变性，如图2.2所示。此时，

若Ji在ϕ⋆i点处之坐标变换下表现为矢量、同时独立于ϕi点（即在ϕi点的坐标变

换下保持不变），则组合Ji
(
σi[ϕ⋆, ϕ̄] − σi[ϕ⋆, ϕ]

)
自然是重参数化变换协变的。

1⃝ 在本章中，从现在起，我们将用逗号表示关于场量的泛函偏导。
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ϕ̄i

ϕi

σi

图 2.3 令ϕi
⋆ = ϕ̄

i的场空间示意图

这启发我们重新定义（几何化的）路径积分泛函ZG，为：

ZG[J, ϕ⋆] = exp
(
iWG[J, ϕ⋆]

)
=

∫
Dϕ

√
|G[ϕ]| exp

[
iS [ϕ] − iJiσ

i[ϕ⋆, ϕ]
]
. (2-19)

注意，这里ZG和WG不仅是外源Ji的泛函，同时依赖于ϕ⋆
i.

由此，几何有效作用量ΓG可被定义成WG[J]的Legendre变换：

ΓG[J, ϕ⋆] = WG[J, ϕ⋆] + Jiσ
i[ϕ⋆, ϕ̄]. (2-20)

于是，相较于此前所得的非协变有效作用量表达式：

eiΓ[ϕ̄] =

∫
Dϕ exp

[
iS [ϕ] − i

δΓ[ϕ̄]
δϕ̄i

(ϕi − ϕ̄i)
]
. (2-21)

此时有

eiΓG[ϕ̄,ϕ⋆] =

∫
Dϕ

√
|G[ϕ]| exp

[
iS [ϕ] − i

δΓ[ϕ̄, ϕ⋆]G

δσi[ϕ⋆, ϕ̄]
(
σi[ϕ⋆, ϕ] − σi[ϕ⋆, ϕ̄]

)]
. (2-22)

显见，按此方式定义的几何有效作用量ΓG具有场空间中的显式协变性。

值得指出，这里的ΓG依赖于场空间中一任意点ϕ⋆。然而，可以证明，由此

作用量所计算的物理结果与该点的选取无关 [15]。因而，我们的选取以方便计算

为标准。

同样为便于计算，我们需要该几何有效作用量的圈图展开。其推导与前文

对传统有效作用量的圈图展开类似。根据DeWitt，选取ϕ⋆ = ϕ̄可有效简化计算，

如图2.3所示。在此选取下ΓG的圈图展开至一圈图的结果为：

ΓG[ϕ̄] = S [ϕ̄] + i
2 log Det

[
S ,i j − Γk

i jS ,k
]
, (2-23)

其中Γk
i j即为由场空间度规Gi j所确定的联络。在非规范理论中，它就

是Christoffel联络：

Γk
i j =

1
2 Gkl(Gli, j +Gl j,i −Gi j,l

)
. (2-24)
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但是在规范理论中，Γk
i j的形式更为复杂。这种复杂性与规范理论的特殊性质有

关。我们在下节讨论这一问题。

2.3 规范理论中的几何有效作用量

具有规范对称性的理论拥有许多独特的性质，因此需要单独处理。规范理

论之所以特殊，主要是由于其场空间的参数化涉及两类不同的变量：物理的变

量和规范的变量。其中，前者标记物理自由度，而后者标记的是多余的、因而

是非物理的规范自由度。在处理规范自由度时，我们需要特别小心。在本节中，

我们概述将Vilkovisky-DeWitt方法应用于规范理论时的诸多要点。

我们只考虑连续的规范对称性。在这种情形下，存在一组作用于场变

量ϕi的连续规范变换，其无穷小形式可被写成：

δϕi = ϕi
ϵ − ϕi = Ki

α[ϕ]δϵα. (2-25)

其中，我们用无穷小量ϵα对规范变换进行参数化，而Ki
α即为规范变换的生成

元。我们用希腊字母 α, β, · · ·标记规范自由度。

于是，经典作用量S [ϕ]是规范不变量这一事实即可表述为：

S ,i[ϕ]Ki
α[ϕ] = 0. (2-26)

2.3.1 场空间的轨道分解(Orbit Decomposition)

如果存在规范变换，将场空间中的点ϕi
1变为点ϕ

i
2，则称这两点规范等价，

并记之为ϕi
1 ∼ ϕi

2。由此可定义场空间中的规范等价类，即：

[ϕi] = {φi; φi ∼ ϕi}. (2-27)

在物理文献中，规范等价类通常被称为“轨道(orbit)”。如果我们记整个场空间

为F，则有商空间 F / ∼。我们称之为轨道空间(orbit space)。该商空间中的点

即一条轨道，它可被看做对物理位形的唯一标记。

同时，每条轨道自身是由规范自由度构成的空间，记此空间为G。于是我

们可以说， (F / ∼) × G（至少在局部）同构于F。换言之，我们已经将整个场

空间局部地分解成了物理的轨道空间F / ∼与规范空间G的直和。
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一旦场空间获得此分解，则其上定义的各种量亦可作相应分解。在实际操

作中，投影算子Pi
j起到了关键的作用。按定义，这组算子满足如下性质：

Pi
jK

j
α = 0; (2-28a)

Ki
αGi jP

j
k = 0; (2-28b)

Pi
jP

j
k = Pi

k. (2-28c)

若定义规范空间G中的诱导度规γαβ为：

γαβ = Ki
αGi jK

j
β, (2-29)

同时定义其逆γαβ为：

γαβγβγ = δ
α
γ , (2-30)

则可验证，下式给出的投影算子Pi
j满足上列各条性质。

Pi
j = δ

i
j − Ki

αγ
αβKk

βgk j. (2-31)

首先考虑场空间中任易无穷小位移的分解。显然，此位移可被分解成规范

空间中的分量与正交于规范空间的分量。据定义，前者恰为一无穷小规范变换，

故而可以写作：

δ∥ϕ
i = Ki

α[ϕ]δϵα. (2-32)

而后者，作为轨道空间中的位移，可通过投影算子Pi
j方便地表示为：

δ⊥ϕ
i = Pi

jδϕ
j. (2-33)

从而，场空间的无穷小位移δϕi获得了如下形式的分解：

δϕi = δ∥ϕ
i + δ⊥ϕ

i = Pi
jδϕ

i + Ki
α[ϕ]δϵα. (2-34)

类似地，场空间的度规Gi j也可作这样的分解。我们已在上文中给出的该度

规在规范空间所诱导度规 γαβ的定义，而轨道空间中的诱导度规G⊥i j也可相应地

定义为：

G⊥i j = Pk
iP

l
jGkl. (2-35)
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由此，场空间中的线元2-形式亦可被分解为：

ds2 = G⊥i jdϕ
idϕ j + γαβdϵαdϵβ. (2-36)

2.3.2 规范条件

到目前为止，我们一直在处理整个场空间。但是在很多情况下（比如路径

积分），我们需要从每一条轨道中选取一个代表元。而作此选取的规则，即称

为规范条件。

一般地，规范条件Fα[ϕ]是定义在规范空间中的泛函。我们需要它满足这样

的性质，即如下方程：

Fα[ϕ] = 0 (2-37)

在每一条轨道中有且仅有一个解。此性质在局部等价于，Fα是规范空间的正则

参数化。更技术化一些，如果我们定义

Qα
β = Fα

i Ki
β, (2-38)

则以上条件亦等价于det Qα
β , 0. 满足此性质的泛函Fα[ϕ]在局部上都是可接受

的规范条件。只是在全局上，该条件尚不能保证方程之解的唯一性。事实上，

在Yang-Mills理论中，的确存在这种局部唯一而全局不唯一的规范条件，文献中

称之为Gribov任意性(Gribov ambiguity)。不过我们对它并不关心，因为微扰论

只与局部性质有关，所以在此处我们只关心局部性质。

可见，如果我们要在场空间中选定一个坐标系（即一种场的参数化），则

规范条件Fα恰好可以用来作为规范空间的坐标。与之相应，我们也可以在轨道

空间中选定一组坐标ξA。这里我们使用大写拉丁字母标记轨道空间的自由度。

2.3.3 规范理论的场空间联络

现在，我们研究当场空间中存在规范自由度时，其上的联络会发生何种变

化。

经典作用量和几何有效作用量都是规范无关量。作为定义在场空间上的泛

函，规范独立即意味着它只与轨道空间的坐标有关，而与规范空间的坐标无

关。
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另一方面，在规范理论中，对场空间联络的选取较非规范理论有更大

的余地。这是因为，我们此时并不要求整个场空间的度规Gi j满足平移条

件DiG jk = 0，而只需轨道空间度规G⊥i j满足之即可。设联络为Γ̃
k
i j，则轨道空间之

度规的平移条件为：

D̃iG⊥jk ≡ G⊥jk,i − Γ̃l
ikg⊥jl − Γ̃l

i jG
⊥
kl = 0. (2-39)

经过简单的代数计算可得：

Γ̃l
i jG
⊥
lk =

1
2
(
G⊥jk,i +G⊥ik, j −G⊥i j,k

)
. (2-40)

根据Christoffel联络的标准推导，我们应该在此式两端乘以度规的逆Γ̃l
i j。然而

此时这种方法不成立，因为 G⊥i j，作为完整度规在轨道空间的投影，在整个

场空间中并不可逆。这暗示我们，在规范理论中，场空间之联络 Γ̃k
i j并非简单

的Christoffel形式。可以证明 [15]，此时的联络系数可以表示为：

Γ̃k
i j = Γ

k
i j − γαβKαiKk

β; j − γαβKα jKk
β;i

+ 1
2 γ

αγγβδKαiKβ j(Kl
γKk

δ;l + Kk
δKl

γ,l) + Kk
αAα

i j. (2-41)

其中，第一项Γk
i j即为度规Gi j所诱导的Christoffel联络，而其后与规范变换之生

成元Ki
α有关的项皆为规范理论所特有的项。值得指出，其中正比于Ki

α的项（即

最后一项）将不贡献进几何有效作用量，因而系数Aα
i j的具体形式并不重要。以

下，我们将无视此项，直接写出：

Γ̃k
i j = Γ

k
i j + T k

i j. (2-42)

其中T k
i j代表规范理论所特有的项：

T k
i j = − γαβKαiKk

β; j − γαβKα jKk
β;i

+ 1
2 γ

αγγβδKαiKβ j(Kl
γKk

δ;l + Kk
δKl

γ,l). (2-43)

由以上结果，即可推导规范理论中几何有效作用量ΓG[ϕ̄]的微扰展开式。如

所周知，对于规范理论而言，将其量子化的过程需要做规范固定。其效果是在

量子化的作用量中加入了规范固定项S GF与鬼项S ghost。将这些内容一并考虑进

来，可以导出，展开至一圈图的几何有效作用量ΓG[ϕ̄]为：

ΓG[ϕ̄] = S [ϕ̄] + S GF + S ghost
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+ i
2 log Det

[
(S + S GF),i j − Γ̃k

i j(S + S GF)
]
back.. (2-44)

2.3.4 Landau-DeWitt规范

从以上讨论可见，在规范理论中，对联络Γ̃k
i j的计算因T k

i j的出现而变得相当

复杂。但是，由于我们计算联络的目的是计算几何有效作用量，因此有可能

通过选取适当的规范固定条件以化简计算。事实上，当我们采用由下式定义

的Landau-DeWitt规范条件Fα时，T k
i j对ΓG[ϕ̄]无贡献。

Fα = Ki
α(ϕi − ϕ̄i). (2-45)

这不难证明。由T k
i j的表达式：

T k
i j = − γαβKαiKk

β; j − γαβKα jKk
β;i

+ 1
2 γ

αγγβδKαiKβ j(Kl
γKk

δ;l + Kk
δKl

γ,l). (2-46)

在Landau-DeWitt规范下，即有

T k
i j(ϕ

j − ϕ̄ j) = −γαβKαiKk
β; j(ϕ

j − ϕ̄ j), (2-47)

从而，

T k
i j(ϕ

i − ϕ̄i)(ϕ j − ϕ̄ j) = 0. (2-48)

而T k
i j恰好是以这种组合进入几何有效作用量ΓG[ϕ̄]的，因此在Landau-DeWitt规

范下，我们根本无需计算形式复杂的T k
i j。这在下一章的计算中十分关键。

2.4 以Coleman-Weinberg模型为例的应用

到此为止，我们对Vilkovisky-DeWitt方法进行了形式和抽象的讨论。在将

这套方法应用于较为复杂的引力理论之前，我们首先用一个相对简单的例子，

即Coleman-Weinberg模型来演示以上结果。

Coleman-Weinberg模型由S. Coleman与E. Weinberg提出 [20]，作为展示动力

学对称性自发破缺的一个例子。然而，人们很快注意到，他们的结果是规范依

赖的，从而是值得怀疑的 [18]。

在本节中，我们将首先使用传统的有效作用量方法推导Coleman-

Weinberg模型的有效势，以强调其结果的规范依赖性。然后，我们将使
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用Vilkovisky-DeWitt方法推导几何有效势，以取得规范无关的结果。我们将

在两种不同的规范条件下进行计算，分别是 Lorentz规范与Landau-DeWitt规范。

这两种规范各有优缺点。在Lorentz规范下，鬼场与其它物质场无相互作用，

因此可不考虑之。同时，该规范所导致的规范固定项中含有任意规范参数ξ。因

此在计算末尾ξ显式的消去即成为结果之规范无关性的非平凡检验。然而，正如

上节所述，在此规范下，我们必须计算联络中复杂的T k
i j。

正好相反，在Landau-DeWitt规范下，我们无需计算T k
i j，但是要处理鬼场，

同时由于该规范条件的限制，我们必须在计算末尾取任意的规范参数ξ → 0。因

此无法显式说明结果的规范无关性。

由于Coleman-Weinberg模型相对简单，因此我们可以使用这两种规范分别

处理之，以期得到相同的结果。

在正式应用这些方法之前，我们首先对Coleman-Weinberg模型作简要介

绍。

2.4.1 Coleman-Weinberg模型

Coleman-Weinberg实为将电子换为无质量标量粒子的量子电动力学。我们

在此做一点容易的推广，即允许标量粒子也带有质量m。从而，该模型的经

典Lagrangian可被写作：

L = − 1
4 FµνFµν + 1

2 (Dµϕ)a(Dµϕ)a − 1
2 m2ϕaϕa − 1

4!λ(ϕaϕa)2, (2-49)

其中，场强张量Fµν为

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (2-50)

同时，我们使用了记号Dµ代表对时空坐标的规范协变微商：

(Dµϕ)a = ∂µϕ
a − eAµϵ

abϕb. (2-51)

这里，标量场的指标a = 1, 2，而ϵab是二阶全反对称张量，并采用约定ϵ12 = 1。

注意，此时的标量场必须是复标量，（或等价地说，二分量标量列），以使之与

电磁场耦合起来。

由此，我们看到标量通过两种顶角与规范场Aµ相耦合：

L = − 1
4 FµνFµν + 1

2 ∂µϕ
a∂µϕa − 1

2 m2ϕaϕa − 1
4!λ(ϕaϕa)2
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+ 1
2 e2AµAµϕaϕa − eAµ(∂µϕa)ϵabϕb, (2-52)

Coleman-Weinberg模型是一个U(1)规范理论。其规范变换为：

Aµ → Aµ + ∂µα, ϕa → ϕa + eαϵabϕb. (2-53)

容易验证，该模型的作用量在此变换下的确保持不变。

在以下两小节，我们分别使用传统有效势方法与Vilkovisky-DeWitt的几何

有效势方法去计算Coleman-Weinberg模型的有效势。所谓有效势，即取常值场

变量（不依赖于时空坐标）的有效作用量。此时，作用量中的微商项为零，从

而作用量从泛函退化为普通的函数。

2.4.2 传统方法

我们首先使用传统方法计算一圈图水平的有效势。

按照处理规范理论的标准程序，在量子化该理论时，需要对其做规范固定。

我们使用如下的Lorentz规范：

LGF = − 1
2ξ (∂µAµ)2. (2-54)

为计算有效势，我们打开标量场ϕ的外源，使其获得一个非零的常数背景ϕ̄

（即与时空坐标无关），同时保持规范场Aµ 的背景值仍为零。则按照此前推导，

一圈图水平的有效作用量为：

Γ[ϕ̄] = S [ϕ̄] + i
2 log Det [S ,i j]back., (2-55)

其中，“back.”意为泛函偏导须取背景值。

因此，我们需计算如下对场量之二阶泛函偏导在背景场处的取值：

S ,(µx)(νy)|back. =
[(
∂2 + e2ϕ̄2)gµν − (

1 − 1
ξ

)
∂µ∂ν

]
δ(x − y); (2-56)

S ,(ax)(by)|back. =
[
(−∂2 − m2)δab − 1

6 λϕ̄
2δab − 1

3 λϕ̄
aϕ̄b]δ(x − y); (2-57)

S ,(µx)(by)|back. = eϵbc∂µϕ̄cδ(x − y). (2-58)

为简化表达式，我们用拉丁指标a, b代表标量场ϕa，并用希腊指标µ, ν代表规范

场Aµ，而x, y是这些场量的时空依赖。一如既往，泛函偏导用逗号表示。

以上列各式表达的泛函偏导不是对角化的形式，因此不易对其取行列式。

为解决之，我们将其Fourier变换至动量空间。
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在动量空间中，我们有：

S ,i j =

∆ab ∆aν

∆µb ∆µν

 , (2-59)

其中：

∆ab =
(
k2 − m2 − 1

6 λϕ̄
2)δab − 1

3 λϕ̄
aϕ̄b; (2-60a)

∆µν =
( − k2 + e2ϕ̄2)gµν + (

1 − 1
ξ

)
kµkν; (2-60b)

∆µb = − ∆bµ = −iekµϵbcϕ̄c. (2-60c)

为计算该矩阵的行列式，我们将改写为：

det

∆ab ∆aν

∆µb ∆µν

 = det∆ab det
[
∆µν −

∆µb∆aν

∆ab

]
, (2-61)

同时使用以下矩阵代数的技巧：

λm det(λIn − AB) = λn det(λIm − BA). (2-62)

这里In代表n × n单位矩阵，而A是n × m矩阵、B是m × n矩阵。λ是任意数。

于是：

det∆ab =
(
k2 − m2 − 1

6 λϕ̄
2)(k2 − m2 − 1

2 λϕ̄
2); (2-63)

为计算另一个行列式因子，我们注意到：

(∆ab)−1 =
1

k2 − m2 − 1
6λϕ̄

2

[
δab +

λ
3 ϕ̄

aϕ̄b

k2 − m2 − 1
2λϕ̄

2

]
(2-64)

再次使用上述矩阵代数的技巧，我们有：

det
[
∆µν −

∆µb∆aν

∆ab

]
= det

[
(−k2 + e2ϕ̄2)δµν +

(
1 − 1

ξ

)
kµkν − e2ϕ̄2kµkν

k2 − m2 − 1
6λ

2ϕ̄2

]
=(k2 − e2ϕ̄2)3

[
k2 − e2ϕ̄2 − (

1 − 1
ξ

)
k2 +

e2ϕ̄2k2

k2 − m2 − 1
6 ϕ̄

2

]
=

(k2 − e2ϕ̄2)3

k2 − m2 − 1
6 ϕ̄

2

[
k4 − (

m2 + 1
6 λϕ̄

2)k2 + ξ
(
m2 + 1

6 λϕ̄
2)e2ϕ̄2

]
. (2-65)
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于是，我们可立即写出（未重整化的）有效势，为：

V(ϕ̄) =
1
4!
ϕ̄4 +

1
2

∫
d4kE

(2π)4

[
log

(
1 +

m2 + 1
2λϕ̄

2

k2
E

)
+ 3 log

(
1 +

e2ϕ̄2

k2
E

)
+ log

(
1 +

m2 + 1
6λϕ̄

2

k2
E

+
ξ(m2 + 1

6λϕ̄
2)e2ϕ̄2

k4
E

)]
. (2-66)

可见，该结果是规范依赖的。

2.4.3 几何有效势：在Lorentz规范下的计算

本节，我们选取Lorentz规范计算Vilkovisky-DeWitt几何有效势。与此前相

同，Lorentz规范固定项由下式给出：

LGF = − 1
2ξ (∂µAµ)2. (2-67)

在一圈图水平，几何有效作用量为：

Γ[ϕ̄] = S [ϕ̄] + S GF[ϕ̄] + i
2 log Det

[
S ,i j − Γk

i jS ,k
]
back.. (2-68)

简言之，与传统计算的区别即将泛函偏导换为泛函协变导数。

因此，我们需要计算场空间的联络。根据此前讨论，略去与有效作用量无

关的正比于生成元的部分，它接受来自两部分贡献：

Γ̃k
i j = Γ

k
i j + T k

i j. (2-69)

其中，Γk
i j即为由场空间度规所诱导的Christoffel符号，而T k

i j由下式给出：

T k
i j = − γαβKαiKk

β; j − γαβKα jKk
β;i

+ 1
2 γ

αγγβδKαiKβ j(Kl
γKk

δ;l + Kk
δKl

γ;l) (2-70)

值得强调，其中的分号表示用Christoffel符号所计算的泛函协变微商。由于此

时Christoffel符号所有分量皆为零，因此这相当于泛函偏导。

现在我们逐步计算这些项。

首先，对于Coleman-Weinberg模型，场空间的度规Gi j可取这样的形式，其

非零分量为：

Gϕa(x)ϕb(y) = δabδ(x − y); GAµ(x)Aν(y) = η
µνδ(x − y). (2-71)
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这组度规为场空间赋予了平坦的几何。这体现在尤其诱导的Christoffel联络Γk
i j =

0。因此，我们只需计算由于规范理论自身的特殊性而引入的T k
i j项。

为此，从该模型的规范变换中读出其生成元K，为：

Kϕa(x)
u = eϵabϕb(x)δ(x − y),

KAµ(x)
u = ∂µδ(x − u). (2-72)

而γαβ作为规范空间中的诱导度规，其定义为：

γαβ = Gi jKi
αK j

β (2-73)

因此，在我们目前大的情形，规范指标α只有唯一的取值（注意到U(1)是一维

的Lie群），因此有：

γ = (−∂2 + e2ϕ̄2)δ(x − y). (2-74)

将这些结果代入Γ̃k
i j = T k

i j的表达式，即可得到联络的非零分量，为：

Γ
ϕc(z)
ϕa(x)ϕb(y) =

e2(ϵbcϵadϕ̄d + ϵacϵbdϕ̄d)
−∂2 + e2ϕ̄2

δ(z − x)δ(z − y)

− e4ϕcϵaeϕeϵbdϕd

(−∂2 + e2ϕ̄2)2
δ(z − x)δ(z − y); (2-75)

Γ
ϕc(z)
Aµ(x)Aν(y) = −

e2ϕ̄c(z)
(−∂2 + e2ϕ̄2)2

∂µδ(x − z)∂νδ(y − z); (2-76)

Γ
ϕc(z)
Aµ(x)ϕb(y) =

eϵbc

−∂2 + e2ϕ̄2
∂µδ(x − z)δ(y − z)

− e3ϕ̄cϵbdϕ̄d

(−∂2 + e2ϕ̄2)2
∂µδ(x − z)δ(y − z). (2-77)

根据此前的经验，我们现在进入动量空间。注意到：

∇i∇ jS =

∆̃ab ∆̃aν

∆̃µb ∆̃µν

 , (2-78)

从而，

∆̃ab = ∆ab − Γ̃c
abS ,c

∣∣∣
back

= (k2 − m2 − 1
6 λϕ̄

2)δab − 1
3 λϕ̄

aϕ̄b

+
[ 2e2

−∂2 + e2ϕ̄2
− e4ϕ̄2

(−∂2 + e2ϕ̄2)2

]
(m2 + 1

6 λϕ̄
2)
(
ϵacϕ̄cϵbdϕ̄d); (2-79)
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∆̃µν = (−k2 + e2ϕ̄2)gµν +
(
1 − 1

ξ

)
kµkν −

e2ϕ̄2(m2 + 1
6 λϕ̄

2)

(k2 + e2ϕ̄2)2
kµkν; (2-80)

∆̃µb = − ∆̃bµ = −ieϵbdϕ̄dkµ
[
1 −

m2 + 1
6 λϕ̄

2

k2 + e2ϕ̄2
+

e2ϕ̄2(m2 + 1
6 λϕ̄

2)

(k2 + e2ϕ̄2)2

]
. (2-81)

从现在开始，所有的计算都与上节中的有关步骤平行，只是表达式显得复

杂一些。我们需要计算如下行列式：

det

∆̃ab ∆̃aν

∆̃µb ∆̃µν

 = det ∆̃ab det
(
∆̃µν −

∆̃µb∆̃aν

∆̃ab

)
, (2-82)

首先，计算det ∆̃ab：

det ∆̃ab = det
[
(k2 − m2 − 1

6 ϕ̄
2)δab − 1

3 λϕ̄
aϕ̄b + Bϵacϕ̄cϵbdϕ̄d

]
=
(
k2 − m2 − 1

6 λϕ̄
2)(k2 − m2 − 1

2 ϕ̄
2 + Bϕ̄2) − 1

3 λB(ϕ̄2)2

=
k2(k2 − m2 − 1

2 λϕ̄
2)

(k2 + e2ϕ̄2)2

[
k4 − (m2 − 2e2ϕ̄2 + 1

6 λ
2ϕ̄2)k2 + e4(ϕ̄2)2], (2-83)

其中，我们定义

B =
( 2e2

k2 + e2ϕ̄2
− e4ϕ̄2

(k2 + e2ϕ̄2)2

)
(m2 + 1

6 λϕ̄
2). (2-84)

在以上计算中，我们同样使用了上一小节提到的矩阵技巧。

然后，计算det(∆̃µν − ∆̃µb(∆̃ab)−1∆̃aν)。

为此，首先求出∆̃ab的逆：

(∆ab)−1 =
1

k2 − m2 − 1
6 λϕ̄

2

(
δab+

λ

3
ϕ̄aϕ̄b

k2 − m2 − 1
2 ϕ̄

2
− Bϵacϕ̄cϵbdϕ̄d

k2 − m2 − 1
6 λϕ̄

2 + Bϕ̄2

)
. (2-85)

于是有：

∆̃µν − ∆̃µb(∆̃ab)−1∆̃aν

=(−k2 + e2ϕ̄2)gµν +
(
1 − 1

ξ

)
kµkν −

e2ϕ̄2(m2 + 1
6 λϕ̄

2)

(k2 + e2ϕ̄2)2
kµkν

− e2ϵaeϕ̄eϵb f ϕ̄ f kµkν
[
1 −

m2 + 1
6 λϕ̄

2

k2 + e2ϕ̄2
+

e2ϕ̄2(m2 + 1
6 λϕ̄

2)

(k2 + e2ϕ̄2)2

]2

× 1
k2 − m2 − 1

6 λϕ̄
2

[
δab +

λϕ̄aϕ̄b/3
k2 − m2 − 1

2 ϕ̄
2
− Bϵacϕ̄cϵbdϕ̄d

k2 − m2 − 1
6 λϕ̄

2 + Bϕ̄2

]
=(−k2 + e2ϕ̄2)gµν +

(
1 − 1

ξ

)
kµkν −

e2ϕ̄2(m2 + 1
6 λϕ̄

2)

(k2 + e2ϕ̄2)2
kµkν
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− e2ϕ̄2kµkν
[
1 −

m2 + 1
6 λϕ̄

2

k2 + e2ϕ̄2
+

e2ϕ̄2(m2 + 1
6 λϕ̄

2)

(k2 + e2ϕ̄2)2

]2 ϕ̄2

k2 − m2 − 1
6 λϕ̄

2 + Bϕ̄2
. (2-86)

从而，再次使用求矩阵行列式的技巧，有：

det
(
∆̃µν −

∆̃µb∆̃aν

∆̃ab

)
=(k2 − e2ϕ̄2)3

[
k2 − e2ϕ̄2 − (

1 − 1
ξ

)
k2 +

e2ϕ̄2(m2 + 1
6 λϕ̄

2)k2

(k2 + e2ϕ̄2)2

+
(
1 −

m2 + 1
6 λϕ̄

2

k2 + e2ϕ̄2
+

e2ϕ̄2(m2 + 1
6 λϕ̄

2)

(k2 + e2ϕ̄2)2

)2 e2ϕ̄2k2

k2 − m2 − 1
6 λϕ̄

2 + Bϕ̄2

]
= 1

ξ
(k2 − e2ϕ̄2)3k2. (2-87)

从而，我们可以写下几何有效势为：

VG(ϕ̄) =
1
4!
ϕ̄4 +

1
2

∫
d4kE

(2π)4

[
log

(
1 +

m2 + 1
2 λϕ̄

2

k2
E

)
+ 3 log

(
1 +

e2ϕ̄2

k2
E

)
+ log

(
1 +

m2 − 2e2ϕ̄2 + 1
6 λ

2ϕ̄2

k2
E

− e4(ϕ̄2)2

k4
E

)
− 2 log

(
1 − e2ϕ̄2

k2
E

)]
+ const.

(2-88)

可见，所有对规范参数ξ的依赖在我们求行列式的过程中被化归为行列式前的系

数。此系数对有效势的贡献为常数，而由是能零点的任意性，此常数是无关紧

要的。故而，最终的几何有效势是规范无关的。

2.4.4 几何有效势：在Landau-DeWitt规范下的计算

现在，我们再取Landau-DeWitt规范重复以上计算。根据定义，Landau-

DeWitt规范为：

F = Kϕa(x)φa(x) = ∂µAµ + eϵabϕ̄a(x)φb(x). (2-89)

如前所述，在该规范下我们无需计算T k
i j。因此该计算过程与传统方法相仿。唯

一之区别在于，此时的规范固定项是：

LGF = − 1
2ξ

(
∂µAµ + eϵabϕ̄aφb)2

. (2-90)

并且，在计算末尾，须取ξ → 0。
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于是，代之以(2-91a)式，此时有：

∆ab =
(
k2 − m2 − 1

6 λϕ̄
2)δab − 1

3 λϕ̄
aϕ̄b − 1

ξ
e2ϵacϵbdϕ̄bϕ̄d; (2-91a)

∆µν =
( − k2 + e2ϕ̄2)gµν + (

1 − 1
ξ

)
kµkν; (2-91b)

∆µb = − ∆bµ = −ie(1 − 1
ξ

)kµϵbcϕ̄c. (2-91c)

重复求行列式的过程，

det

∆ab ∆aν

∆µb ∆µν

 = det∆ab det
[
∆µν −

∆µb∆aν

∆ab

]
,

可得，

det∆ab =
1
2ξ (k2 − m2 − 1

2 λϕ̄
2)
[
ξ(k2 − m2 − 1

6 λϕ̄
2) − e2ϕ̄2]; (2-92)

以及，

det
[
∆µν −

∆µb∆aν

∆ab

]
= − (e2ϕ̄2)−1(k2 − e2ϕ̄2)3[k4 − (m2 + 1

6 λϕ̄
2 − 2e2ϕ̄2)k2 + e4(ϕ̄2)2]. (2-93)

然而不要忘记，我们此时必须考虑鬼项Lghost。它由下式给出：

Lghost = c̄(∂2 + e2ϕ̄2)c. (2-94)

于是在行列式中尚需加入如下部分：

det∆cc = −(k2 − e2ϕ̄2); (2-95)

综上，可得此时的有效势为：

VG(ϕ̄) =
1
4!
ϕ̄4 +

1
2

∫
d4kE

(2π)4

[
log

(
1 +

m2 + 1
2 λϕ̄

2

k2
E

)
+ 3 log

(
1 +

e2ϕ̄2

k2
E

)
+ log

(
1 +

m2 − 2e2ϕ̄2 + 1
6 λ

2ϕ̄2

k2
E

− e4(ϕ̄2)2

k4
E

)
− 2 log

(
1 − e2ϕ̄2

k2
E

)]
+ const,

(2-96)

与上一小节中几何有效势的结果完全相同。
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第 3章 引力修正

在本章中，我们将前文介绍的Vilkovisky-DeWitt方法应用于经引力修正过

的标准模型中。

有三种极为重要的情况：即phi-4理论、量子电动力学(QED)，以及Yang-

Mills规范理论。这三种理论不仅是量子场论的典型模型，同时也是构建的基本

模型的基本组分。本章，我们将通过最小耦合引入这三种模型与引力的相互作

用，并研究引力修正的后果。在此过程中，我们使用Vilkovisky-DeWitt方法以保

证规范不变性。

3.1 一般讨论

在进入具体计算之前，我们首先指出将Vilkovisky-DeWitt方法应用于引力

理论时的诸要点。

3.1.1 引力理论的几何化场空间

依据Vilkovisky-DeWitt方法的精神，场空间的联络系数可由度规诱导而

得。因此在处理引力理论时，我们首先需要为场空间引入度规。DeWitt指出，

对Einstein引力而言，存在唯一一组含无量纲单参数的度规，满足规范理论

的Killing方程组，同时不引入多余的有量纲参量 [21]。即：

Ggµν(x),gρσ(y) =
1
κ2

√
−g(x)

[
gµ(ρ(x)gσ)ν(x) + c

2 gµν(x)gρσ(x)
]
δ(x − y). (3-1)

跟随Toms [15]，我们称之为DeWitt度规。其中c是无量纲参量。

继而，可由此度规计算Christoffel联络系数Γk
i j，结果为：

Γ
gλτ(z)
gµν(x),gρσ(y) =

[ 1
4
(
gµνδρ(λδ

σ
τ) + gρσδµ(λδ

ν
τ)
) − δ(µ

(λg
ν)(ρδσ)

τ)

− c
4(2+dc)gλτg

µνgρσ − 1
2(2+dc)gλτg

µ(ρgσ)ν]
× δ(z − x)δ(z − y). (3-2)

计算细节可见附录。
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当引力与物质场相互耦合时，我们尚需将以上度规的定义从单纯的引力场

扩展到整个场空间。如前所述，本章考虑三类模型：phi-4模型、量子电动力学，

与Yang-Mills规范理论。因此，需要分别为这三种理论定义场空间之度规，并计

算出相应的联络。同样，我们在这里列出结果，其计算过程可见附录。

情情情形形形1：：：标标标量量量理理理论论论 平平平直时空中的标量phi-4理论由以下Lagrangian给出：

Lϕ = 1
2 ∂µϕ∂

µϕ − 1
2 m2ϕ2 − 1

4!λϕ
4. (3-3)

当引力进入到理论中后，Lagrangian需被改写成广义坐标协变的形式，即：

Lϕ(cov) =
√−g

[ 1
2 gµν∂µϕ∂νϕ − 1

2 m2ϕ2 − 1
4!λϕ

4]. (3-4)

此时，可选取这样的度规，其非零分量由下列诸式给出：

Ggµν(x),gρσ(y)[g] = 1
κ2

√
−g(x)

[
gµ(ρ(x)gσ)ν(x) + c

2 gµν(x)gρσ(x)
]
δ(x − y), (3-5)

Gϕ(x)ϕ(y)[g, ϕ] =
√
−g(x)δ(x − y). (3-6)

从而，由该度规所导致Christoffel联络的非零分量为：

Γ
gλκ(z)
gµν(x),gρσ(y) =

[ 1
4
(
ηµνδ

ρ
(λδ

σ
κ) + η

ρσδ
µ
(λδ

ν
κ)
) − δ(µ

(λη
ν)(ρδσ)

κ)

− 1
4(d−2)ηλκη

µνηρσ + 1
2(d−2)ηλκη

µ(ρησ)ν]
× δ(z − x)δ(z − y). (3-7)

Γ
ϕ(z)
gµν(x)ϕ(y) =

1
4 η

µν(z)δ(z − x)δ(z − y). (3-8)

Γ
gλκ(z)
ϕ(x)ϕ(y) =

1
2(d−2)κ

2ηλκ(z)δ(z − x)δ(z − y). (3-9)

情情情形形形2: S U(N)规规规范范范理理理论论论 平平平直空间的纯S U(N)规范理论，或Yang-Mills理论，

由以下Lagrangian给出：

L = − 1
4 Fa

µνF
µνa, (3-10)

同样，当引力进入后，广义坐标协变的Lagrangian为：

L = − 1
4
√−ggµρgνσFa

µνF
a
ρσ. (3-11)

此模型可被称为Einstein-Yang-Mills理论。与此类似，引力修正的量子电动力

学可被称作Einstein-Maxwell理论。下面，我们列出Einstein-Yang-Mills理论的
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度规与联络的非零分量。从中直接拿去规范指标，即可得到适用于 Einstein-

Maxwell理论的结果。

首先，场空间度规的非零分量为：

Ggµν(x),gρσ(y)[g] = 1
κ2

√
−g(x)

[
gµ(ρ(x)gσ)ν(x) + c

2 gµν(x)gρσ(x)
]
δ(x − y), (3-12)

GAa
µ(x)Ab

ν(y) =
√
−g(x)δabgµν(x)δ(x − y). (3-13)

由此可得Christoffel联络的非零分量为：

Γ
gλκ(z)
gµν(x),gρσ(y) =

[ 1
4
(
ηµνδ

ρ
(λδ

σ
κ) + η

ρσδ
µ
(λδ

ν
κ)
) − δ(µ

(λη
ν)(ρδσ)

κ)

− 1
4(d−2)ηλκη

µνηρσ + 1
2(d−2)ηλκη

µ(ρησ)ν]
× δ(z − x)δ(z − y); (3-14)

Γ
Ac
λ(z)

gµν(x)Ab
ρ(y)
= 1

4
[
gµν(z)δρλ − gρµ(z)δνα − gρν(z)δµλ

]
δbcδ(z − x)δ(z − y); (3-15)

Γ
gλκ(z)
ϕ(x)ϕ(y) =

κ2

2
[
δ

(µ
λ δ

ν)
κ − 1+c

2+dcgλκ(x)gµν(x)
]
δabδ(z − x)δ(z − y). (3-16)

3.2 标量理论

在我们的模型中，共有三类Lagrangian将贡献到进行圈图计算所需

的Feynman规则中。第一类为经典理论的Lagrangian，第二类由规范固定产

生，包括规范固定项与鬼项。第三类由Vilkovisky-DeWitt方法所引入，它们来自

场空间的协变泛函微商中的联络，因此我们称之为联络项。

在接下来三小节中，我们将逐步给出这三类Lagrangian项的形式。

3.2.1 经典Lagrangian

如上提及，平直空间中的phi-4理论可由以下Lagrangian给出：

Lϕ = 1
2 ∂µϕ∂

µϕ − 1
2 m2ϕ2 − 1

4!λϕ
4. (3-17)

当引力进入后，广义坐标协变的Lagrangian为：

Lϕ(cov) =
√−g

[ 1
2 gµν∂µϕ∂νϕ − 1

2 m2ϕ2 − 1
4!λϕ

4]. (3-18)

将度规在平直的Minkowski背景ηµν附近作展开：

gµν = ηµν + κhµν, (3-19)
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则以上Lagrangian可被相应地展开为：

Lϕ(cov) =
[
1 + 1

2 κh +
1
8 κ

2(h2 − 2hµνhµν)
]

× [ 1
2 (ηµν − κhµν + κ2hµλh

νλ)∂µϕ∂νϕ − 1
2 m2ϕ2 − 1

4!λϕ
4] + O(κ3),

按展开系数κ的幂次重新排列各项，可得，

Lϕ(cov) =
1
2 ∂µϕ∂

µϕ − 1
2 m2ϕ2 − 1

4!λϕ
4

+ 1
2 κ

[ − hµν∂µϕ∂νϕ + 1
2 h∂µϕ∂µϕ − 1

2 m2hϕ2 − 1
4!λhϕ4]

+ 1
8 κ

2(h2 − 2hµνhµν)[ 1
2 ∂µϕ∂

µϕ − 1
2 m2ϕ2 − 1

4!λϕ
4]

+ 1
2 κ

2hλµhνλ∂
µϕ∂νϕ − 1

4 κ
2hhµν∂µϕ∂νϕ + O(κ3). (3-20)

根据有效作用量方法的精神，我们同样对标量ϕ在其背景值ϕ̄(x)附近作展开：

ϕ(x) = ϕ̄(x) + φ(x). (3-21)

此后，ηµν和ϕ̄(x)将被视为经典的背景场，而hµν(x)与φ(x)代表量子涨落，我们需

要对它们作量子化。

将以上展开代入原Lagrangian，并且保留到量子涨落（hµν和φ）的二次项，

我们得到：

Lφ = 1
2 φ

[ − ∂2 − m2 − 1
2 λϕ̄

2]φ (3-22)

+ 1
2 κ

[ − 2hµν∂µϕ̄∂νφ + h∂µϕ̄∂µφ − m2ϕ̄hφ − 1
6 λϕ̄

3hφ
]

(3-23)

+ 1
8 κ

2(h2 − 2hµνhµν)L̄0 +
1
2 κ

2hλµhνλ∂
µϕ̄∂νϕ̄

− 1
4 κ

2hhµν∂µϕ̄∂νϕ̄. (3-24)

同时，我们也须加入由Hilbert-Einstein作用量贡献的项，

Lh =
1
4
[
h∂2h − hµν∂2hµν + 2hµλ∂µ∂νhνλ − 2h∂µ∂νhµν

]
+ O(κ), (3-25)

以及宇宙学常数项，

LΛ = −
Λ

κ
h − Λ

4
(h2 − 2hµνhµν) + O(κ). (3-26)

3.2.2 Landau-DeWitt规范

前文已提到，在Landau-DeWitt规范下计算将得到极大的简化。我们在本小

节中找出此规范的具体形式。由定义，Landau-DeWitt规范可从场量规范变换中
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读出。因此，从场量的规范变换开始：

δgµν = − ϵλ∂λgµν − gλν∂µϵλ − gµλ∂νϵλ, (3-27)

δϕ = − ϵλ∂λϕ. (3-28)

由此可以导出度规之涨落的规范变换hµν，为：

δhµν = − 1
κ

(∂µϵν + ∂νϵµ) − (ϵλ∂λhµν + hλν∂µϵλ + hµλ∂νϵλ). (3-29)

此时，我们将参数ϵλ重新标度化为ϵλ/κ以使之成为无量纲量。从而，规范变换

可被修改为：

δhµν = − ∂µϵν − ∂νϵµ − κ(ϵλ∂λhµν + hλν∂µϵλ + hµλ∂νϵλ), (3-30)

δϕ = − κϵλ∂λϕ. (3-31)

从而可读出规范变换的生成元，为：

Kgµν(x)
λy [g] = − κ[∂λgµν(x) + gλν(x)∂µ + gµλ(x)∂ν

]
δ(x − y), (3-32)

Kϕ(x)
λy [ϕ] = − κ∂λϕ(x)δ(x − y). (3-33)

我们需要找到的规范固定项为

LGF =
1

2αF[hµν, φ]2, (3-34)

其中F是规范固定条件。根据Landau-DeWitt规范之定义，它是：

F[hµν, φ] =
1
2

∫
ddyddz

[
Kgµν(y)
λx Ggµν(y)gρσ(z)κhρσ(z)

+ Kϕ(y)
λx Gϕ(y)ϕ(z)φ(z)

]
. (3-35)

其中，K与G应当取背景值。由于我们已经知道了度规Gi j的具体形式，故而，

1
2

∫
ddyddz Kgµν(y)

λx [η]Ggµν(y)gρσ(z)[η]κhρσ(z)

= − 1
2

∫
ddyddz

[
ηλν(x)∂µ + ηµλ(x)∂ν

]
δ(x − y)

× [
ηµ(ρησ)ν + c

2 η
µνηρσ

]
δ(y − z)hρσ(z)

= ∂µhµλ + c
2 ∂λh
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以及，

1
2

∫
ddyddz Kϕ(y)

λx [ϕ̄]Gϕ(y)ϕ(z)[η, ϕ̄]φ(z)

= − 1
2

∫
ddyddz κ

[
∂λϕ̄(x)

]
δ(x − y)δ(y − z)φ(z)

= − κ
2
[
∂λϕ̄(x)

]
φ(x).

因此，规范固定条件为：

Fλ[hµν, φ] = ∂µhµλ + c
2 ∂λh −

1
2 κ(∂λϕ̄)φ, (3-36)

由此可写出Lagrangian中的规范固定项：

1
2αF2 = 1

2α(∂µhµλ + c
2 ∂µh)2 + 1

8ακ
2(∂λϕ̄)2φ2

− 1
2ακ∂

λϕ̄(∂µhµλ + c
2 ∂λh)φ. (3-37)

其中，c即为出现在场空间度规中的参量。可见，若取之为1，则对引力hµν部分

的规范固定即取常见的谐和规范形式。在此规范下，引力子的传播子将得到简

化。在c = 1时：

Fλ[hµν, φ] = ∂µhµλ − 1
2 ∂λh −

1
2 κ(∂λϕ̄)φ, (3-38)

and

1
2αF2 = 1

2α(∂µhµλ − 1
2 ∂µh)2 + 1

8ακ
2(∂λϕ̄)2φ2

− 1
2ακ∂

λϕ̄(∂µhµλ − 1
2 ∂λh)φ. (3-39)

需要指出，为了得到正确的规范无关的结果，我们应当在计算的末尾

取α→ 0的条件。

鬼鬼鬼项项项 Landau-DeWitt规范将引入非平凡的鬼项。即：

Lghost = c̄α
δFα[hµν, φ]

δϵβ
cβ. (3-40)

其中，

δFα[hµν, φ]
δϵβ

=
δFα[hµν, φ]
δ(κhµν)

Kgµν
β [η] +

δFα[hµν, φ]
δφ

Kϕ
β [η, ϕ̄]. (3-41)
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因此，由(3-36), (3-32)以及(3-33)三式，可得

δFα[hµν, φ]
δϵβ

= 1
κ

[δ(µ
λ ∂

ν) + c
2 η

µν∂α]κ[ηβν∂µ + ηµβ∂ν] + 1
2 κ

2(∂αϕ̄)(∂βϕ̄)

= − ηαβ∂2 − (1 + c)∂µ∂ν + 1
2 κ

2(∂αϕ̄)(∂βϕ̄). (3-42)

因而，我们得到鬼项，为：

Lghost = −c̄µ
[
ηµν∂

2 + (1 + c)∂µ∂ν
]
cν + 1

2 κ
2c̄µ(∂µϕ̄)(∂νϕ̄)cν. (3-43)

3.2.3 联络项

联络项来自场空间的协变泛函微商，即：

∇i∇ jS =
δ2S
δϕiδϕ j

− Γϕk
ϕiϕ j

δS
δϕk

. (3-44)

容易看出，联络项完全来自上式右端第二项的贡献。因此需要计算作用量对场

量的一阶泛函微商在背景场上的取值，即：

δS ϕ

δ(κhλκ)
= − 1

2 ∂
λϕ̄∂κϕ̄ + 1

2 η
λκL̄0, (3-45)

δS h

δ(κhλκ)
= 0, (3-46)

δSΛ
δ(κhλκ)

= − Λ
κ2 η

λκ, (3-47)

δS ϕ

δϕ
= − ∂2ϕ − m2ϕ̄ − 1

6 λϕ̄
3. (3-48)

另外，我们已在此前给出了所需的联络系数。故此时可立即写出联络项，为：

− 1
2

∫
ddzdduddw Γgλκ(z)

gµν(u)gρσ(w)
δL(x)
δgλκ(z)

κ2hµν(u)hρσ(w).

= 1
8 κ

2hhµν∂µϕ̄∂νϕ̄ − 1
4 κ

2hλµhλν∂
µϕ̄∂νϕ̄

− 1
8(d−2)

[ 1
2 κ

2(∂ϕ̄)2 + d−4
2 κ2L̄0 − (d − 4)Λ

]
(h2 − 2hµνhµν). (3-49)

−
∫

ddzdduddw Γϕ(z)
gµν(u)ϕ(w)

δL(x)
δϕ(z)

κhµν(u)φ(w)

= κ
4
[
∂2ϕ̄ + m2ϕ̄ + 1

6 λϕ̄
3]hφ. (3-50)

− 1
2

∫
ddzdduddw Γgλκ(z)

ϕ(u)ϕ(w)
δL(x)
δgλκ(z)

φ(u)φ(w)
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= 1
4(d−2)κ

2[ 1
2 (∂ϕ̄)2 − d

2 L̄0 +
d
κ2Λ

]
φ2. (3-51)

3.2.4 Feynman规则

我们在此总结以上三小节的结果。首先，经典Lagrangian展开至κ2的结果

为：

Lϕ = 1
2 ∂µϕ∂

µϕ − 1
2 m2ϕ2 − 1

4!λϕ
4

+ 1
2 κ

[ − hµν∂µϕ∂νϕ + 1
2 h∂µϕ∂µϕ − 1

2 m2hϕ2 − 1
4!λhϕ4]

+ 1
8 κ

2(h2 − 2hµνhµν)[ 1
2 ∂µϕ∂

µϕ − 1
2 m2ϕ2 − 1

4!λϕ
4]

+ 1
2 κ

2hλµhνλ∂
µϕ∂νϕ − 1

4 κ
2hhµν∂µϕ∂νϕ + O(κ3). (3-52)

从中取出关于量子涨落场的二阶项，即有：

Lφ = 1
2 φ

[ − ∂2 − m2 − 1
2 λϕ̄

2]φ
+ 1

2 κ
[ − 2hµν∂µϕ̄∂νφ + h∂µϕ̄∂µφ − m2ϕ̄hφ − 1

6 λϕ̄
3hφ

]
+ 1

8 κ
2(h2 − 2hµνhµν)L̄0 +

1
2 κ

2hλµhνλ∂
µϕ̄∂νϕ̄

− 1
4 κ

2hhµν∂µϕ̄∂νϕ̄.

其次，我们有来自Hilbert-Einstein作用量的项，它贡献引力子的传播子：

Lh =
1
4
[
h∂2h − hµν∂2hµν + 2hµλ∂µ∂νhνλ − 2h∂µ∂νhµν

]
+ O(κ). (3-54)

再次，我们有宇宙学项：

LΛ = −
Λ

κ
h − Λ

4
(h2 − 2hµνhµν) + O(κ). (3-55)

另外，对理论作量子化将引入如下的规范固定项

LGF =
1

2α(∂µhµλ + c
2 ∂µh)2 + 1

8ακ
2(∂λϕ̄)2φ2

− 1
2ακ∂

λϕ̄(∂µhµλ + c
2 ∂λh)φ.

(3-56)

以及鬼项：

Lghost = −c̄µ
[
ηµν∂

2 + (1 + c)∂µ∂ν
]
cν + 1

2 κ
2c̄µ(∂µϕ̄)(∂νϕ̄)cν. (3-57)

最后，我们还有联络项：

Lconn. =
1
8 κ

2hhµν∂µϕ̄∂νϕ̄ − 1
4 κ

2hλµhλν∂
µϕ̄∂νϕ̄
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− 1
8(d−2)

[ 1
2 κ

2(∂ϕ̄)2 + d−4
2 κ2L̄0 − (d − 4)Λ

]
(h2 − 2hµνhµν)

+ κ
4
[
∂2ϕ̄ + m2ϕ̄ + 1

6 λϕ̄
3]hφ + 1

4(d−2)κ
2[ 1

2 (∂ϕ̄)2 − d
2 L̄0 +

d
κ2Λ

]
φ2. (3-58)

至此，该理论的Feynman规则即可从以上各项中读出，略去平庸但冗长的

计算，我们在此列出结果如下。

传传传播播播子子子

φ : k
=

i
k2 − m2 + d

2(d−2)Λ

hµν : kµν ρσ
=

i
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ

[(
2ηµ(ρησ)ν − 2

d−2ηµνηρσ
)

− (1 − α)
4k(µην)(ρkσ)

k2 +
(
2 − d−4

d−2
)
αΛ

]
.

c : kµ ν =
i

k2ηµν

顶顶顶角角角

φφ

ϕ̄ ϕ̄
p2p1

= −iλ + iκ2[ 1
4 −

1
2α

]
p1 · p2 + iκ2 d

4(d−2)m
2.

ϕ̄ϕ̄

ϕ̄ ϕ̄

φ

φ
= iκ2λ d

4(d−2)
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hµνφ

ϕ̄

k2k1

p
=iκk(µ

1 pν) + i
2ακp(µkν)2

− i
2 κ

[
k1 · p + 1

2 p2 − 1
2α p · k2 +

1
2 m2]ηµν

hρσhµν

ϕ̄ ϕ̄
p2p1

= i
8 κ

2[p1 · p2 − d
d−2m2][ηµνηρσ − 2ηµ(ρησ)ν]

+ i
4 κ

2[ηµνp(ρ
1 pσ)

2 + η
ρσp(µ

1 pν)2
] − iκ2 p(µ

1 η
ν)(ρpσ)

2 .

φϕ̄

ϕ̄ ϕ̄

hµν

= − i
4 κλη

µν

ϕ̄ϕ̄

ϕ̄ ϕ̄

hµν

hρσ
= −iκ2λ d

8(d−2)
[
ηµνηρσ − 2ηµ(ρησ)ν]

cνc̄µ

ϕ̄ ϕ̄
p2p1

= −iκ2 pµ1 pν2

注意我们在此已取场空间度规中的任意参数c = −1以简化引力子的传播子。

在任意c的情形下，引力子的传播子将变得异常复杂。
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(a) (b)

(c) (d)

图 3.1 标量自能一圈图

3.2.5 标量自能

现在，我们已经有Feynman规则在手以计算所需量。首先是标量场的自能，

即两点顶角函数。此量之所以重要，是因为我们可以从中读出标量的波函数重

整化，而后者将贡献至理论的β函数中。基于同样的理由，我们亦无必要计算完

整的顶角函数，而只需算出正比于外动量p2的项即可。因为，只有这样的项贡

献进标量的波函数重整化。

标量自能的一圈图如图3.1所示。在对此处及以下的圈图进行计算时，我们

使用了截断正规化与最小剪除手续。将各图的详细计算移至附录，我们在此只

列出结果如下。这里的结果只包含独立于外动量p以及正比于p2的项。pµ的高阶

项对我们并不重要。

(a) = i
32π2

[
λ + κ2( 1

4 −
1

2α
)
p2 − 1

2 κ
2m2][−µ2 + (m2 − Λ) log µ2]; (3-59)

(b) = − 3i
16π2 κ

2m2[ − µ2 − 2Λ log µ2]; (3-60)

(c) = − i
16π2 κ

2 p2µ2; (3-61)

(d) = iκ2

16π2

(
1 − 1

4α
)
p2µ2

+ iκ2

16π2

[ 1
4α p2(m2 − Λ) − ( 3

4 m2 − 1
2Λ)p2 − 3

4 m4] log µ2. (3-62)

综上，可得自能一圈图部分中有关的项，为：

Γ(2)(p) =
i

128π2

[
− 4λ + 26κ2m2 − κ2 p2

]
µ2

+
i

128π2

[
κ2(3Λ − 5m2)p2 − 8m4κ2 − 4λΛ + 4m2λ + 50κ2m2Λ

]
log µ2.

(3-63)
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(a) (b)

(c) (d) (e)

(f) (g) (h)

图 3.2 标量四点顶角函数一圈图

3.2.6 四点正规顶角函数

通过四点顶角函数，可以计算出耦合常数的量子修正。四点顶角函数的一

圈图如图3.2所示。由于我们只关心对λϕ4类型顶角的修正，因此可以取所有外

动量p = 0以简化计算。不难看出，(d)、(e)、(g)以及 (h)在零外动量情形下将无

发散。从而我们只需计算(a)∼(c), (f)和(g)各图。

注意到，我们尚需将(f)与(g)的结果乘以3，因为每张图皆代表三个通道的

贡献。我们也需将(c)图的结果乘以4，因为其中的圈可落于四条外线的任一条

之上。

以下是贡献发散的各图的结果。其推导可见附录。

(a) = i
64π2 κ

2λ
[
µ2 − (m2 − 1

2 Λ) log µ2]; (3-64)

(b) = 3i
16π2 κ

2λ
[
µ2 + 2Λ log µ2]. (3-65)

(c) = − 3i
64π2 κ

2λm2 log µ2. (3-66)

(f) = i
32π2

[
λ − 1

2 κ
2m2]2 log µ2. (3-67)

(g) = 3i
16π2 κ

4m4 log µ2. (3-68)
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由以上计算，我们发现四点顶角函数中所需的项在一圈图水平为：

Γ(4)(pi = 0) = − iλ + 13
64π2 iλκ2µ2

+ i
64π2

[ − 19κ2λm2 + 49
2 κ

2λΛ + 6λ2 + 75
2 κ

4m4] log µ2. (3-69)

3.2.7 β函数

不难从以上结果中读出引力效应对β函数的修正。我们在此只考虑领头项，

即二次发散。此时，有：

Zλ = 1 − 13
64π2 κ

2(M2 − µ2); (3-70)

Zϕ = 1 + 1
128π2 κ

2(M2 − µ2). (3-71)

因此，

β(λ) =
∂λ

∂ log µ
=

3λκ2µ2

8π2 . (3-72)

即，此时并无渐进自由。

3.3 Einstein-Maxwell理论与Einstein-Yang-Mills理论

完全平行于对标量理论的处理，此时对Feynman规则有贡献的Lagrangian亦

来自三部分：经典Lagrangian、规范固定，与联络项。以下我们分别处理之。

3.3.1 经典理论

平直背景下纯U(1)规范场的Lagrangian由下式给出：

LQED = − 1
4 FµνFµν. (3-73)

在引力进入后，广义坐标协变的Lagrangian为：

LE-M = − 1
4
√−ggµρgνσFµνFρσ. (3-74)

其中，Fµν为电磁场的场强张量：

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (3-75)

一如既往，对度规gµν作如下展开，

gµν = ηµν + κhµν, (3-76)
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以及

gµν = ηµν − κhµν + κ2hµαhαν + O(κ3). (3-77)

我们得到：

LE-M = − 1
4
[
1 + 1

2 κh +
1
8 κ

2(h2 − 2hλκhλκ)
]

× (
ηµρ − κhµρ + κ2hµαhαρ

)(
ηνσ − κhνσ + κ2hνβh

βσ)FµνFρσ + O(κ3)

= − 1
4 FµνFµν − 1

4 κ
[ 1

2 hFµνFµν − 2hµρFµνF ν
ρ

]
− 1

4 κ
2[ 1

8 (h2 − 2hρσhρσ)FµνFµν + (2hµαhαρ − hhµρ)FµνF ν
ρ

+ hµρhνσFµνFρσ
]
+ O(κ3). (3-78)

3.3.2 Landau-DeWitt规范

此时，理论的规范变换分为两部分：引力部分的广义坐标变换，以及电磁

场部分的U(1)规范变换。我们用ϵµ对前者进行参数化，用ϵ对后者作参数化。于

是，在此两种变换的联合作用下，各场量的变换为：

δgµν = − ϵλ∂λgµν − gλν∂µϵλ − gµλ∂νϵλ, (3-79)

δAµ = − ϵλ∂λAµ − Aλ∂µϵ
λ + ∂µϵ. (3-80)

由此，可读出规范变换的生成元为：

Kgµν(x)
λy = − κ[∂λgµν(x) + gλν(x)∂µ + gµλ(x)∂ν

]
δ(x − y), (3-81)

Kgµν(x)
y = 0, (3-82)

KAµ(x)
λy = − κ[∂λAµ(x) + Aλ(x)∂µ

]
δ(x − y), (3-83)

KAµ(x)
y = ∂µδ(x − y). (3-84)

另一方面，我们已经知道了Einstein-Maxwell理论之场空间度规的非零分量，

为：

Ggµν(x),gρσ(y)[g] = 1
κ2

√
−g(x)

[
gµ(ρ(x)gσ)ν(x) + c

2 gµν(x)gρσ(x)
]
δ(x − y), (3-85)

GAµ(x)Aν(y)[g, A] =
√
−g(x)gµνδ(x − y). (3-86)

由此可写出Landau-DeWitt规范固定项：

LGF =
1

2αF2
λ[hµν, aµ] − 1

2βF2[aµ]. (3-87)
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其中，规范固定条件F分为两部分，对应于广义坐标规范自由度与U(1)规范自

由度，它们分别由下两式给出：

Fλ[hµν, aµ] = −
1
2

∫
ddyddz

[
Kgµν(y)
λx Ggµν(y)gρσ(z)κhρσ(z)

+ KAµ(y)
λx GAµ(y)Aν(z)aν(z)

]
, (3-88)

F[aµ] = −
∫

ddyddz
[
Kgµν(y)

x Ggµν(y)gρσ(z)κhρσ(z)

+ KAµ(y)
x GAµ(y)Aν(z)aν(z)

]
. (3-89)

这里，我们重新标度化Fλ[hµν, aµ]与F[aµ]，以使规范条件的纯引力部分与习见

的谐和规范条件相同，使纯规范场部分与习见的Lorentz规范条件相同。

由以上讨论，可以求出：

Fλ[hµν, aµ] =
(
∂µhµλ + c

2 ∂λh
) − 1

2 κ(∂µĀλ − ∂λĀµ)aµ, (3-90)

F[aµ] =∂µaµ. (3-91)

因此，规范固定项为

LGF =
1

2α
(
∂µhµλ + c

2 ∂λh
)2
+ κ2

8α
[
aµ(∂µĀλ − ∂λĀµ) + Āλ∂µaµ

]2

− κ
2α

(
∂µhµλ + c

2 ∂
λh

)[
aν(∂νĀλ − ∂λĀν) + Āλ∂νaν

]
− 1

2β(∂µaµ)2. (3-92)

同样，我们需要考虑鬼项。它由下式给出：

Lghost =

∫
dd xddy

[
c̄α(x)

δFα[hµν, aµ, x]
δϵβ(y)

cβ(y) + c̄(x)
δF[aµ, x]
δϵβ(y)

cβ(y)

+ c̄α(x)
δFα[hµν, aµ, x]

δϵ(y)
c(y) + c̄(x)

δF[aµ, x]
δϵ(y)

c(y)
]
. (3-93)

于是可求得：

Lghost = c̄α
[
ηαβ∂

2 − (1 + c)∂α∂β
]
cβ − c̄∂2c

− κ[c̄(∂µĀν + ∂νĀµ)∂µcν + c̄Āν∂
2cν + c̄∂µ∂νĀµcν + 1

2 c̄µF̄µν∂
νc

]
− 1

2 κ
2c̄µF̄µλ(Āν∂

λcν + ∂νĀλcν). (3-94)
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3.3.3 联络项

根据标量场计算的经验，为求得联络项，我们需要知道场空间Christoffel联

络的非零分量：

Γ
gλκ(z)
gµν(x),gρσ(y) =

[ 1
4
(
ηµνδ

ρ
(λδ

σ
κ) + η

ρσδ
µ
(λδ

ν
κ)
) − δ(µ

(λη
ν)(ρδσ)

κ)

− 1
4(d−2)ηλκη

µνηρσ + 1
2(d−2)ηλκη

µ(ρησ)ν]
× δ(z − x)δ(z − y), (3-95)

Γ
Aλ(z)
gµν(x)Aρ(y) =

1
4
[
gµν(z)δρλ − gρµ(z)δνα − gρν(z)δµλ

]
δ(z − x)δ(z − y), (3-96)

Γ
gλκ(z)
Aµ(x)Aν(y) =

κ2

2
[
δ

(µ
λ δ

ν)
κ − 1+c

2+dcgλκ(x)gµν(x)
]
δ(z − x)δ(z − y). (3-97)

以及作用量对各场量一阶泛函微商在背景场处的取值：

δS Y-M

δ(κhλκ)
= − 1

4
[ 1

2 η
λκF̄αβF̄αβ − 2F̄λβF̄κ

β

]
, (3-98)

δS h

δ(κhλκ)
= 0, (3-99)

δSΛ
δ(κhλκ)

= − Λ
κ2 η

λκ, (3-100)

δS Y-M

δaµ
= (ηµν∂2 − ∂µ∂ν)Āν. (3-101)

由此，可以计算出：

− 1
2 Γ

g
gg(LY-M +Lh +LΛ),(κh)(κh)2

= 1
2 κ

2hµνhρσ
[ 1

4(d−2)
( d

8 F̄2 + d−4
κ2 Λ

)
(ηµνηρσ − 2ηµ(ρησ)ν)

− 1
2
( 1

4 (ηµνF̄ρλF̄σ
λ + η

ρσF̄µλF̄ν
λ) + F̄λ(µην)(ρF̄σ)

λ

)]
= d−4

8(d−2)Λ(h2 − 2hµνhµν) + κ2

8
[ d

8(d−2) F̄2(h2 − 2hµνhµν)

− hhµνF̄µλF̄ν
λ − 2hρµhρνF̄λµF̄ν

λ

]
, (3-102)

−ΓA
gA(LY-M),a(κh)a = − κ

4 (haλ − 2hρλaρ)∂κF̄
κλ, (3-103)

− 1
2 Γ

g
AA(LY-M +Lh +LΛ),(κh)a2 = κ2

16
[ 1

2 F̄αβF̄αβa2 − 2F̄µβF̄ν
βaµaν

]
+ 1

4Λa2. (3-104)
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3.3.4 相关Feynman规则

我们的任务是计算耦合常数e的一圈图修正，因此只需计算规范场两点顶角

函数的一圈图即可。这意味着，我们只需知道Lagrangian中这样的项即可：1)关

于背景规范场的次数不高于二次；2)关于量子涨落场的幂次为二次。注意到这

一点可以避免很多无关的Feynman规则的计算，从而显著减少计算量。

我们现在从已经得到的Lagrangian中取出满足以上要求的项。为此，将完整

的规范场Aµ分出它的背景场Āµ与量子涨落场aµ：

Āµ = Aµ + aµ, (3-105)

从而有

Fµν = F̄µν + ∂µaν − ∂νaµ. (3-106)

其中，我们定义了背景场强张量F̄µν为：

F̄µν = ∂µĀν − ∂νĀµ. (3-107)

于是，由(3-78)式，可得：

LcQED = − 1
4
[
F̄2 +

(
∂µaν − ∂νaµ

)2]
− 1

4 κ
[
hF̄µν(∂µaν − ∂νaµ) − 4hµλF̄µν(∂ρaν − ∂νaρ)

]
− 1

4 κ
2[ 1

8 (h2 − 2hρσhρσ)F̄2 + (2hµαhαρ − hhµρ)F̄µνF̄ ν
ρ

+ hµρhνσF̄µνF̄ρσ
]
+ irrelevant terms. (3-108)

由以上各Lagrangian，可以读出相关的Feynman规则如下：

传传传播播播子子子 这这这里我们取真空常数Λ = 0以化简计算，因为Λ对我们所关心的二次发

散无贡献。

φ : kµ ν =
−i
k2

[
ηµν − (1 − β)

kµkν
k2

]

hµν : kµν ρσ
=

i
k2

[(
2ηµ(ρησ)ν − 2

d−2ηµνηρσ
) − (1 − α)

4k(µην)(ρkσ)

k2

]
.

cµ : kµ ν =
i

k2ηµν
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c : k
=

i
k2

顶顶顶角角角

aσaρ

Āµ Āν
p2p1

= iκ2

4α
[
2p(ρ

1 pσ)
2 η

µν + 2p1 · p2η
µ(ρησ)ν − pν1 pσ2 η

µρ

− pρ1 pµ2η
νσ − pν1 pρ2η

µσ − pσ1 pµ2η
νρ]

− iκ2

4
[ − 2

(
p(ρ

1 pσ)
2 η

µν + p1 · p2η
µ(ρησ)ν − p(ρ

1 η
σ)νpµ2 − p(ρ

2 η
σ)µpν1

)
+ (p1 · p2η

µν − pν1 pµ2)ηρσ
]

hρσaλ

Āµ

k2k1

p = iκ
4
[
ηρσ(pαδ

µ
β − pβδ

µ
α)(kα2η

βλ − kβ2η
αλ)

− 4ηα(ρησ)γ(pαδ
µ
β − pβδ

µ
α)(k2γη

βλ − kβ2δ
λ
γ)
]

− iκ
2α(k(ρ

1 η
σ)γ − 1

2 kγ1η
ρσ)(pλδµγ − pγηµλ)

hρσhαβ

Āµ Āν
p2p1

= iκ2

8
d−4
d−2 (ηµνηρσ − 2ηµ(ρησ)ν)(p1 · p2η

αβ − pβ1 pα2 )

+ iκ2

8
[
2ηλ(ρησ)(µην)ξ + 2ηλ(µην)(ρησ)ξ − ηρσηλ(µην)ξ − ηµνηλ(ρησ)ξ]
× [

(p1λδ
α
κ − p1κδ

α
λ)(pκ2η

κβ − pκ2δ
β
ξ) − (p2λδ

β
κ − p2κδ

β
λ)(p1ξη

κα − pκ1δ
α
ξ )

]
iκ2

4
[
ηλ(ρησ)ξhκη + hλξηκ(ρησ)η]
× [

(p1λδ
α
κ − p1κδ

α
λ)(p2ξδ

β
η − p2ηδ

β
ξ) + (p2λδ

β
κ − p2κδ

β
λ)(p1ξδ

α
η − p1ηδ

α
ξ )

]

cσc̄ρ

Āµ Āν
p2p1

= − iκ2

2
[
pρ1kνηµρ + pσ1 pρ2η

µν − p2 · k2η
µσηνρ − pσ1 pµ2η

ρν] + (p1µ↔ p2ν)

cc̄ρ

Āµ

k2k1

p

=iκ(pρkµ2 − p · k2η
µρ)
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(a) (b)

(c) (d) (e)

图 3.3 光子自能一圈图

c̄cρ

Āµ

k2k1

p

= i
2 κ

[
(p · k1 + k2

1)ηµρ + pmka
1 + pm pa]

3.3.5 光子自能

如前所述，我们需要计算的量即两点顶角函数的一圈图修正，如图3.3所

示。

使用截断正规化与最小剪除，并使用Tracer程序化简计算 [22],可得各图的领

头项为：

(a) = (3+β)i
128απ2 (pµpν − p2gµν)κ2µ2; (3-109)

(b) = 3(1+α)i
32π2 (pµpν − p2gµν)κ2µ2; (3-110)

(c) = − i
16π2

[ 3α
2 +

3+β
8α

]
(pµpν − p2gµν)κ2µ2; (3-111)

(d) = − i
16π2 (pµpν − p2gµν)κ2µ2; (3-112)

(e) = − i
64π2 (pµpν − p2gµν)κ2µ2. (3-113)

对其求和，可得：

Γ(2)
µν (p) = i

64π2 (pµpν − p2ηµν)κ2µ2. (3-114)
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于是可得β函数的领头项为：

β(e) = − κ
2eµ2

64π2 . (3-115)

3.3.6 Einstein-Yang-Mills理论

不难将以上分析推广到Einstein-Yang-Mills理论的情形。为此，我们只需分

析以上各图在非Abel规范场时所获得的修改即可。具体分述如下：

(a) 引力子圈不变，因为该图只涉及引力作用。

(b) 光子圈图来自两部分的贡献。其一是规范固定，观察对应的顶角，可知其

结构形如（为突出规范指标，我们在此省略Lorentz指标）：

FaFbaaab

因此在外线指标给定的情形下，内圈指标亦确定。从而结果与Einstein-

Maxwell理论相同。另一部分贡献来自联络项，其结构为：

FaFaabab

可见该部分对内圈指标求和。因此将该部分贡献推广到Einstein-Yang-

Mills理论时，需乘以规范群伴随表示的维数。对于S U(N)群，即N2 − 1。

但从圈图结果不难看出，联络项在此贡献为零。因此，总体上说，光子圈

图(b)不变。

(c) 引力子-光子圈不变。其原因是，引力子不带规范荷，故内圈规范场的规范

指标与外线相同。

(d) 引力鬼圈图不变。因为该图只涉及引力作用。

(e) 引力鬼-光子鬼圈不变。原因与(c)相似：引力鬼不带规范荷。

综上分析，引力对Yang-Mills理论β函数的一圈图修正在领头阶与其对QED的修

正完全相同。设此时的规范相互作用耦合常数为g，则我们可以立即写出β函数

一圈图水平的领头阶为：

β(g) = − κ
2gµ2

64π2 . (3-116)
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第 4章 结论与展望

在第三章中，我们获得了在一圈图近似下，量子引力效应对所有规范理

论β函数的最高阶修正。即：

β(g) = − κ
2gµ2

64π2 . (4-1)

该修正有如下几个特点：1)幂次跑动。由于负量纲参量κ的存在，β函数中出

现了正比于能量尺度µ平方的项。这意味着，在能量低于、但接近Planck尺度

之时，所有规范耦合常数将快速趋于零。2)与规范群结构无关。即，无论是

Abel规范场还是非Abel规范场，量子引力带来的修正都相同，这一点至少在最

高阶的一圈图近似下成立。这与不考虑引力的情形有定性的区别。如图4.1与

图4.2所示。

从图4.2中可见，强、弱与电磁三种基本相互作用的规范耦合常数随能量

尺度的跑动都表现出渐进自由，并且都在Planck能标附近趋于零。这暗示我们，

当引力效应无可避免地发生作用时，三种基本相互作用即可在 Planck尺度实现

大统一。我们指出，此时的统一无需借助超对称的条件。
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图 4.1 标准模型规范耦合常数之跑动
实线：QED；虚线：弱作用；点虚线：强作用
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图 4.2 量子引力修正后规范耦合常数之跑动
实线：QED；虚线：弱作用；点虚线：强作用

本文计算了量子引力效应对标准模型规范耦合常数随能量跑动性质之修正

的领头项。通过更为仔细地分析，尚可计算次级项，即对数发散项。对次级项

的计算为判断固定点的存在与否提供了线索。另外，本文对量子引力部分的计

算是在Landau-DeWitt规范下进行的。同样，我们也可以考虑在一般规范下做此

计算。当然，其代价是必须要求得场空间之联络的完整形式。
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附录 A 部分正文中略去的详细推导

A.1 Perturbative Expansion of the Hilbert-Einstein Action

In this section, we will perform the detailed calculations of perturbative expansion

of the action for gravity in terms of a small parameter κ. At the end of our derivations,

we will get a linearized theory of a massless spin-2 particle, with general covariance as

expected.

In general relativity, the action for pure gravity is given by

S = S G + SΛ, (A-1)

where S G is the conventional Hilbert action, and SΛ is the cosmological term:

S G =
1

16πG

∫
d4x
√−gR =

1
κ2

∫
d4x
√−gR, (A-2)

SΛ = −
2
κ2

∫
d4x
√−gΛ. (A-3)

In which G is the Newton constant, κ =
√

16πG is the (typically small) parameter in

which we will expand the action, and Λ is the cosmological constant.

The form of the action will be quite different when different conventions of various

quantities are taken. Here we adopt the following set of conventions:

√−g =
√
− det gµν (A-4)

R = gµνRµν; (A-5)

Rκν = Rλ
κλν; (A-6)

Rλ
κµν = Γ

λ
κµ,ν + Γ

λ
νσΓ

σ
κµ − (µ↔ ν); (A-7)

Γλµν =
1
2 gλα(gαν,µ + gαµ,ν − gµν,α). (A-8)

Where a comma denote the partial derivative:

A,µ = ∂µA =
∂

∂xµ
A; A,µ = ∂µA =

∂

∂xµ
A, etc.
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We take the signature of the metric to be (+,−,−,−). Different conventions are also

used in literature.

We will expand the Hilbert action around the flat background metric ηµν. Thus we

split a perturbation hµν out of the whole metric gµν, as follows:

gµν = ηµν + κhµν, (A-9)

Note that κ has the dimension [mass]−1, thus hµν is a field of dimension 1.

The inverse of the metric, gµν, can be expanded as

gµν = ηµν − κhµν + κ2hµαhαν + O(κ3). (A-10)

We note that the indices of hµν are raised or lowered by the background metric ηµν.

Furthermore, we will also use the notation

h ≡ hµµ = ηµνhµν. (A-11)

Next, we will expand the action (A-1) step by step. The calculations are not

tricky but lengthy. So before going on, let us outline the main steps. We expand

the connection coefficients Γµµν, the Ricci tensor Rκν, the scalar curvature R, and the

determinant factor
√−g in turn. We will expand each quantity in powers of κ, up to

O(κ2).

First, expand the connection coefficients.

Γλµν =
1
2 κ(η

λα − κhλα)(hαν,µ + hαµ,ν − hµν,α) + O(κ3)

= 1
2 κ(h

λ
ν,µ + hλµ,ν − h ,λ

µν ) − 1
2 κ

2hλα(hαν,µ + hαµ,ν − hµν,α) + O(κ3)

=Γλ(1)
µν + Γ

λ(2)
µν + O(κ3). (A-12)

Where we use Γλ(1)
µν to denote the terms linear in κ, and Γλ(2)

µν to denote the quadratic

terms in κ, etc. That is,

Γλ(1)
µν =

1
2 κ(h

λ
ν,µ + hλµ,ν − h ,λ

µν ), (A-13)

Γλ(2)
µν = − 1

2 κ
2hλα(hαν,µ + hαµ,ν − hµν,α). (A-14)

Similar notations will also be used in the following.
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Then, we expand the Ricci tensor in powers of κ:

Rκν =Γ
λ
κλ,ν − Γλκν,λ + ΓλνσΓσκλ − ΓλλσΓσκν

=R(1)
κν + R(2)

κν + O(κ3). (A-15)

There are two types of terms in Rκν, the one in the form of ∂Γ and the other in the form

of ΓΓ. In the perturbative expansions, the leading order terms of ∂Γ are linear in κ,

while the leading order terms in ΓΓ are quadratic in κ. Hence, only ∂Γ terms contribute

to R(1)
κν , that is,

R(1)
κν =

1
2 κ(h,κ,ν + hλκ,λ,ν − h ,λ

κλ,ν − hλν,κ,λ − hλκ,ν,λ + h ,λ
κν,λ)

= 1
2 κ(h,κ,ν − h ,λ

κλ,ν − hλν,κ,λ + h ,λ
κν,λ) (A-16)

The contributions to R(2)
κν come separately from ∂Γ terms and ΓΓ terms. But it’s not

difficult to see that the contribution from ∂Γ is a total divergence, thus we will not

bother to write them out explicitly. Instead, we find the following expression is enough

for the further calculations:

R(2)
κν =(total divergence from ∂Γ) + Γλ(1)

νσ Γ
σ(1)
κλ − Γ

λ(1)
λσ Γ

σ(1)
κν

=(total divergence from ∂Γ)

+ 1
4 κ

2(hλσ,ν + hλν,σ − h ,λ
νσ )(hσλ,κ + hσκ,λ − h ,σ

κλ )

− 1
4 κ

2h,σ(hσν,κ + hσκ,ν − h ,σ
κν ). (A-17)

Now, we can expand the scalar curvature R, in the following form:

R = gκνRκν = (ηκν − κhκν)Rκν + O(κ3)

= R(1) + R(2) + O(κ3). (A-18)

More explicitly, we have

R(1) = ηκνR(1)
κν

= 1
2 κη

κν(hλλ,κ,ν + hλκ,λ,ν − h ,λ
κλ,ν − hλν,κ,λ − hλκ,ν,λ + h ,λ

κν,λ)

= κ(∂2h − ∂µ∂νhµν), (A-19)

and

R(2) = ηκνR(2)
κν − κhκνR(1)

κν , (A-20)
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ηκνR(2)
κν =

1
4 κ

2(hλσ,ν + hλν,σ − h ,λ
νσ )(hσ,νλ + hσν,λ − hν,σλ )

− 1
4 κ

2h,σ(hσ,νν + hσν,ν − h,σ) + (total divergence)

= 1
4 κ

2(hµν∂2hµν + 2∂µhµλ∂νhνλ + 2h∂µ∂νhµν − h∂2h)

+ (total divergence),

−κhκνR(1)
κν = − 1

2 κ
2hκν(h,κ,ν − h ,λ

κλ,ν − hλν,κ,λ + h ,λ
κν,λ)

= − 1
2 κ

2(h∂µ∂νhµν + 2∂µhµλ∂νhνλ + hµν∂2hµν)

+ (total divergence).

Thus,

R(2) = 1
4 κ

2(−hµν∂2hµν − 2∂µhµλ∂νhνλ − h∂2h) + (total divergence). (A-21)

We still have to expand
√−g. To achieve this, we make use of log det A = tr log A.

Then,

det gµν = exp( tr log gµν) = exp[ tr log(ηµν + κhµν)]

= exp[ tr log(δλµ + κh
λ
µ) − tr log(ηνλ)]

= − exp[1 + κh − 1
2 κ

2hµνhµν]

= − [1 + κh + 1
2 κ

2(h2 − hµνhµν)] + O(κ3),

thus, √
− det gµν = 1 + 1

2 κh +
1
8 κ

2(h2 − 2hµνhµν) + O(κ3). (A-22)

Now we are ready to expand the combination
√−gR. It reads:

[
√−gR](1) = R(1) = κ(∂2h − ∂µ∂νhµν), (A-23)

[
√−gR](2) = R(2) + 1

2 κhR(1)

= 1
4 κ

2[ − hµν∂2hµν − 2∂µhµλ∂νhνλ + h∂2h − 2h∂µ∂νhµν
]

+ (total divergence). (A-24)

It’s time to write the perturbative expansion of the Hilbert action. If we are allowed
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to drop all the total divergence, and keep only the terms up to O(κ0), then we get:

S G =

∫
d4xLh,

with

Lh =
1
4
[
h∂2h − hµν∂2hµν + 2hµλ∂µ∂νhνλ − 2h∂µ∂νhµν

]
+ O(κ). (A-25)

This is precisely the Lagrangian for a massless spin-2 particle, with the symmetry of

general covariance.

The perturbative expansion of cosmological term can also be written out directly

now, as

SΛ =
∫

d4xLΛ,

with

LΛ = −
Λ

κ
h − Λ

4
(h2 − 2hµνhµν) + O(κ). (A-26)

We have dropped a constant term in LΛ.

A.2 Christoffel Connections in Field Space

A.2.1 Metric

In this section, we give a detailed derivation of the Christoffel symbol for the pure

gravitational field. Our starting point is the following one-parameter metric in field

space:

Ggµν(x),gρσ(y) =
1
κ2

√
−g(x)

[
gµ(ρ(x)gσ)ν(x) + c

2 gµν(x)gρσ(x)
]
δ(x − y). (A-27)

Some conventions:

g(x) ≡ det gµν(x),

A(µBν) ≡ 1
2 (AµBν + AνBµ),

Delta function δ(x) are defined as∫
dd xδ(x − y) f (y) = f (x),
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thus it transforms as a scalar density under general coordinates transformations.

Here are some frequently used formulae in the following derivations:

δ

δgµν(x)
= −gµρ(x)gνσ(x)

δ

δgρσ(x)
;

δ

δgµν(y)
gρσ(x) = δ(µ

ρ δ
ν)
σδ(x − y);

δ

δgµν(y)
gρσ(x) = −gρ(µgν)σδ(x − y);

δ

δgµν(y)
g(x) = g(x)gµν(x)δ(x − y).

Now we begin the derivation. The Christoffel symbol Γk
i j for metric Gi j is:

Γk
i j =

1
2 Gkl(Gli, j +Gl j,i −Gi j,l). (A-28)

Thus we need to work out the inverse metric Gi j. It is not difficult to show that,

Ggµν(x),gρσ(y)

=κ2|g(x)|−1/2[gµ(ρ(x)gσ)ν(x) − c
2+dcgµν(x)gρσ(x)

]
δ(x − y). (A-29)

Now we calculate the following quantity:

Γk
i j =Γ

gλτ(z)
gµν(x),gρσ(y)

=
1
2

∫
ddw Ggλτ(z),gαβ(w)

[ δ

δgρσ(y)
Ggαβ(w),gµν(x)

+
δ

δgµν(x)
Ggαβ(w),gρσ(y) +

δ

δgαβ(w)
Ggµν(x),gρσ(y)

]
.

Step by step.

Gli, j =
δ

δgρσ(y)
Ggαβ(w),gµν(x)

=
δ

δgρσ(y)

{
1
κ2 |g(w)|1/2[gα(µ(w)gν)β(w) + c

2 gαβ(w)gµν(w)
]}

= 1
κ2

√
−g(w)

[ 1
2 gρσgα(µgν)β − gα(ρgσ)(µgν)β − gα(µgν)(ρgσ)β

+ c
2
( 1

2 gρσgαβgµν − gα(ρgσ)βgµν − gαβgµ(ρgσ)ν)]
× δ(w − x)δ(w − y).
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Then,

Gli, j +Gl j,i −Gi j,l

= 1
κ2 |g(w)|1/2[ 1

2
(
gρσgα(µgν)β + gµνgα(ρgσ)β − gαβgµ(ρgσ)ν)

− 2gα(µgν)(ρgσ)β − 2gα(ρgσ)(µgν)β + gµ(αgβ)(ρgσ)ν + gµ(ρgσ)(αgβ)ν

+ c
2
( 1

2 gαβgµνgρσ − 2gαβgµ(ρgσ)ν)]
× δ(w − x)δ(w − y).

Thus,

Γk
i j =

1
2 Gkl(Gli, j +Gl j,i −Gi j,l)

= 1
2
{ 1

2
(
gρσδµ(λδ

ν
τ) + gµνδρ(λδ

σ
τ) − gλτgµ(ρgσ)ν)

− 2δ(µ
(λg

ν)(ρδσ)
τ) − 2δ(ρ

(λg
σ)(µδν)τ) + δ

µ
(λδ

(ρ
τ)g

σ)ν + gµ(ρδσ)
(λ δ

ν
τ)

+ c
2
( 1

2 gλτgµνgρσ − 2gλτgµ(ρgσ)ν)
− c

2+dc
[ 1

2
(
2gλτgρσgµν − dgλτgµ(ρgσ)ν) − 2gλτgµ(ρgσ)ν

+ c
2
( 1

2 dgλτgµνgρσ − 2dgλτgµ(ρgσ)ν)]}
× δ(z − x)δ(z − y),

which can be simplified to

Γ
gλτ(z)
gµν(x),gρσ(y) =

[ 1
4
(
gµνδρ(λδ

σ
τ) + gρσδµ(λδ

ν
τ)
) − δ(µ

(λg
ν)(ρδσ)

τ)

− c
4(2+dc)gλτg

µνgρσ − 1
2(2+dc)gλτg

µ(ρgσ)ν]
× δ(z − x)δ(z − y). (A-30)

A.2.2 Scalar

Consider a scalar field. Its metric in the field space is given by

Gϕ(x)ϕ(y) =
√
−g(x)δ(x − y). (A-31)

Then the potentially non-vanishing coefficients of connection are

Γ
ϕ(z)
gµν(x)gρσ(y), Γ

gλκ(z)
gµν(x)ϕ(y), Γ

ϕ(z)
gµν(x)ϕ(y), Γ

gλκ(z)
ϕ(x)ϕ(y).
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It’s not difficult to see that the first two coefficients vanish. Then we only need to

evaluate the remaining two.

Γ
ϕ(z)
gµν(x)ϕ(y) =

1
2

∫
ddw Gϕ(z)ϕ(w) δ

δgµν(x)
Gϕ(w)ϕ(y)

= 1
2

∫
ddw

1√
−g(z)

δ

δgµν(x)

√
−g(w)δ(w − y)δ(z − w)

= 1
4 gµν(z)δ(z − x)δ(z − y). (A-32)

Γ
gλκ(z)
ϕ(x)ϕ(y) = −

1
2

∫
ddw Ggλκ(z)gµν(w) δ

δgµν(w)
Gϕ(x)ϕ(y)

= − 1
2

∫
ddw

κ2√
−g(z)

[
gµ(λ(z)gκ)ν(z) − c

2+dcgµν(z)gλκ(z)
]

× δ

δgµν(w)

√
−g(x)δ(x − y)δ(z − w)

= − κ2

2(2+dc)gλκ(z)δ(z − x)δ(z − y). (A-33)

A.2.3 Gauge Field

Next we consider the Yang-Mills fields. The corresponding metric in the field

space is

GAa
µ(x)Ab

ν(y) =
√
−g(x)δabgµν(x)δ(x − y). (A-34)

By the same arguments in last subsection, we see that the only non-vanishing coeffi-

cients of connections are

Γ
Ac
λ(z)

gµν(x)Ab
ρ(y)
, Γ

gλκ(z)
Aa
µ(x)Ab

ν(y)
. (A-35)

Thus,

Γ
Ac
λ(z)

gµν(x)Ab
ρ(y)
= 1

2

∫
ddw GAc

λ(z)Ad
α(w) δ

δgµν(x)
GAd

α(w)Ab
ρ(y)

= 1
2

∫
ddw

1√
−g(z)

δ

δgµν(x)
[ √−g(w)gαρ(w)

]
× gλα(z)δcdδdbδ(w − y)δ(z − w)

= 1
4
[
gµν(z)δρλ − gρµ(z)δνα − gρν(z)δµλ

]
δbcδ(z − x)δ(z − y). (A-36)
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Γ
gλκ(z)
Aa
µ(x)Ab

ν(y)
= − 1

2

∫
ddw Ggλκ(z)gρσ(w) δ

δgµν(w)
GAa

µ(x)Ab
ν(y)

= − 1
2

∫
ddw

κ2√
−g(z)

[
gρ(λ(z)gκ)σ(z) − c

2+dcgρσ(z)gλκ(z)
]

× δ

δgµν(w)
[ √−g(x)δabgµν(x)

]
δ(x − y)δ(z − w)

= κ2

2
[
δ

(µ
λ δ

ν)
κ − 1+c

2+dcgλκ(x)gµν(x)
]
δabδ(z − x)δ(z − y). (A-37)

A.3 1-Loop Diagrams in Scalar Theory

A.3.1 Two-Point Vertex Function

(a) The Scalar Loop

(a) = 1
2
[
λ + κ2( 1

4 −
1

2α
)
p2 + 1

2 κ
2m2] ∫ ddk

(2π)d

1
k2 − m2 − d

2(d−2)Λ
. (A-38)

Taking d = 4, and using cutoff regularization, we get

(a) = i
32π2

[
λ + κ2( 1

4 −
1

2α
)
p2 − 1

2 κ
2m2]

×
[
− M2 + (m2 − Λ) log

(
1 + M2

m2−Λ
)]
. (A-39)

Renormalizing the result by minimal substraction with physical scale µ, then we have

(a) = i
32π2

[
λ + κ2( 1

4 −
1

2α
)
p2 − 1

2 κ
2m2][−µ2 + (m2 − Λ) log µ2]. (A-40)

(b) The Graviton Loop

(b) = 1
2
{ i

8(d−2)κ
2[(d − 4)p2 − dm2][ηµνηρσ − 2ηµ(ρησ)ν]

− i
4 κ

2[ηµνpρpσ + ηρσpµpν
]
+ iκ2 p(µην)(ρpσ)}

×
∫

ddk
(2π)d

i
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ

[(
2ηµ(ρησ)ν − 2

d−2ηµνηρσ
)

− (1 − α)
4k(µην)(ρkσ)

k2 +
(
2 − d−4

d−2
)
αΛ

]
(A-41)

Contractions of indices are listed as follows:[
ηµνηρσ − 2ηµ(ρησ)ν][2ηµ(ρησ)ν − 2

d−2ηµνηρσ
]
=

d(4+2d−2d2)
d−2 .[

ηµνηρσ − 2ηµ(ρησ)ν]k(µην)(ρkσ) = −dk2.
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[
ηµνpρpσ + ηρσpµpν

][
2ηµ(ρησ)ν − 2

d−2ηµνηρσ
]
= − 8

d−2 p2.[
ηµνpρpσ + ηρσpµpν

]
k(µην)(ρkσ) = 2(p · k)2.

p(µην)(ρpσ)[2ηµ(ρησ)ν − 2
d−2ηµνηρσ

]
= − 4

d−2 p2.

p(µην)(ρpσ)k(µην)(ρkσ) =
d+2

4 (k · p)2 + 1
4 k2 p2.

The integral can be simplified by first taking α in the denominator 1

k2+
(
2− d−4

d−2
)
αΛ

to be

zero, but keep the other αs explicit. Then, after all the indices being contracted, we get

(b) = κ2{ (8+16α)−4(3+4α)d+(5+2α)d2−d3

8(d−2) p2 − d2(d−1+2α)
8(d−2) m2}

×
∫

ddk
(2π)d

1
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ
.

Now taking d = 4 and α = 0, and working out the integral, we get

(b) = i
16π2 κ

2( 3
2 p2 − 3m2)[ − M2 − 2Λ log

(
1 − M2

2Λ
)]
. (A-42)

Renormalization:

(b) = i
16π2 κ

2( 3
2 p2 − 3m2)[ − µ2 − 2Λ log µ2

]
. (A-43)

(c) The Ghost Loop

(c) = (−1)iκ2 pµpν
∫

ddk
(2π)d

i
k2ηµν = κ

2 p2
∫

ddk
(2π)d

1
k2 . (A-44)

Taking d = 4, we get

(c) = − i
16π2 κ

2 p2M2. (A-45)

Renormalization

(c) = − i
16π2 κ

2 p2µ2. (A-46)

(d) The Graviton-Scalar Loop

(d) =
{
iκ(k − p)(µpν) − i

2ακp(µkν)

− i
2 κ

[
(k − p) · p + 1

2 p2 − 1
2α p · k + 1

2 m2]ηµν}
× {

iκ(k − p)(ρpσ) − i
2ακp(ρkσ)
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− i
2 κ

[
(k − p) · p + 1

2 p2 − 1
2α p · k + 1

2 m2]ηρσ}
×

∫
ddk

(2π)d

i
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ

i
(k − p)2 − m2 + d

2(d−2)Λ

×
[(

2ηµ(ρησ)ν − 2
d−2ηµνηρσ

) − (1 − α)
4k(µην)(ρkσ)

k2 +
(
2 − d−4

d−2
)
αΛ

]
(A-47)

Contracting all indices, and taking d → 4, we get

(d) = κ2

4α

∫
d4k

(2π)4

1
k2 + 2Λ

1
k2 + 2αΛ

1
(k − p)2 − (m2 − Λ)

×
[
k2 p2(k2 + 2Λ) + α

( − 3k2m4 − 4k4 p2 + 2k2m2 p2 + 5k2 p4

− 8(k · p)2(m2 + p2) − 8k2 p2Λ + 2(k · p)(m2 + 3p2)(k2 + 2Λ)
)]
+ O(α).

(A-48)

We do not write out the explicit form for terms of orderO(α) since they will vanish after

taking limit α→ 0. We also note that only terms independent of p and proportional to

p2 are relevant, since the former contribute to the mass renormalization and the latter

contribute to the wave function renormalization. Terms other than ones in these forms

arise from the non-renormalizability of the theory. We will call them “irrelevant terms”.

Then, collect the needed terms and list them by the order in α, we get

(d) = 1
4ακ

2 p2
∫

d4k
(2π)4

k2

k2 + 2αΛ
1

(k − p)2 − (m2 − Λ)

+ 1
4 κ

2
∫

d4k
(2π)4

1
k2 + 2Λ

1
k2 + 2αΛ

1
(k − p)2 − (m2 − Λ)

× [ − 3k2m4 − 4k4 p2 + 2k2m2 p2 − 8(k · p)2m2 − 8k2 p2Λ

+ 2(k · p)(m2 + 3p2)(k2 + 2Λ)
]
+ irrelevant terms. (A-49)

Thus we need to work out the two integrals in the expression above. We call them (d1)

and (d2) The first one (d1) is proportional to α−1, thus it needed a careful treatment:

(d1) = 1
4ακ

2 p2
∫

d4k
(2π)4

k2

k2 + 2αΛ
1

(k − p)2 − (m2 − Λ)

= 1
4ακ

2 p2
∫

d4k′

(2π)4

∫ 1

0
dx

(k′ + xp)2

(k′2 − ∆1)2

= 1
4ακ

2 p2
∫

d4k′

(2π)4

∫ 1

0
dx

k′2

(k′2 − ∆1)2 + ir. (A-50)
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with

k′ = k − xp, (A-51)

∆1 = x(x − 1)p2 + xm2 − [x + 2α(1 − x)]Λ. (A-52)

(Here and following “ir.” means irrelevant or finite terms) Then using cut-off regular-

ization, we get

(d1) = − iκ2 p2

64απ2 M2 +
iκ2 p2

64απ2

∫ 1

0
dx 2∆1 log

(
1 + M2

∆1

)
+ ir. (A-53)

Renormalizing this by minimal substraction with physical scale µ, we get

(d1) = − iκ2 p2

64απ2µ
2 +

iκ2 p2

64απ2

∫ 1

0
dx 2∆1 log µ2 + ir.

= − iκ2 p2

64απ2µ
2 +

iκ2 p2

64απ2

[
m2 − Λ − 2αΛ

]
log µ2 + ir.

=
iκ2 p2

64απ2

[ − µ2 + (m2 − Λ) log µ2] + iκ2 p2

32π2 Λ log µ2 + ir. (A-54)

Now we turn to (d2). Since (d2) contains no α pole, thus we are free to set all α = 0 at

first in order to simplify the calculation. Then we get

(d2) = 1
4 κ

2
∫

d4k
(2π)4

1
k2

1
k2 + 2Λ

1
(k − p)2 − (m2 − Λ)

× [ − 3k2m4 − 4k4 p2 + 2k2m2 p2 − 8(k · p)2m2

− 8k2 p2Λ + 2(k · p)(m2 + 3p2)(k2 + 2Λ)
]

= 1
4 κ

2
∫

d4k
(2π)4

−3m4 − 4k2 p2 + 2m2 p2 − 8p2Λ

(k2 + 2Λ)[(k − p)2 − (m2 − Λ)]

1
4 κ

2
∫

d4k
(2π)4

2(k · p)(m2 + 3p2)
(k2 + 2αΛ)

[
(k − p)2 − (m2 − Λ)

]
− 2κ2m2

∫
d4k

(2π)4

(k · p)2

k2(k2 + 2Λ)[(k − p)2 − (m2 − Λ)]

= 1
4 κ

2
∫

d4k′

(2π)4

∫ 1

0
dx
−4k′2 p2 − 3m4 + 2m2 p2 − 8p2Λ

(k′2 − ∆2)2

+ 1
4 κ

2
∫

d4k′

(2π)4

∫ 1

0
dx

2xp2m2

(k′2 − ∆1)2

− κ2m2 p2
∫

d4k′

(2π)4

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

k′2

(k′2 − ∆3)3 , (A-55)
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with

k′ = k − xp; (A-56)

∆2 = x(x − 1)p2 + xm2 + (x − 2)Λ; (A-57)

∆3 = x(x − 1)p2 + xm2 − (x + 2y)Λ. (A-58)

Working out this with cut-off regularization and minimal subtraction by µ, we get

(d2) =
iκ2

64π2

∫ 1

0
dx

[
4p2(µ2 − 2∆2 log µ2) + (−3m4 + 2m2 p2 − 8p2Λ) log µ2

]
+

iκ2

64π2 p2m2 log µ2 − iκ2

32π2 p2m2 log µ2

=
iκ2

16π2 p2µ2 − iκ2

16π2

[
p2( 3

4 m2 − Λ) + 3
4 m4] log µ2. (A-59)

Now combining (d1) and (d2), we get:

(d) = − iκ2 p2

64απ2µ
2 +

iκ2 p2

64απ2

[
m2 − Λ − 2αΛ

]
log µ2

+
iκ2

16π2 p2µ2 − iκ2

16π2

[
p2( 3

4 m2 − Λ) + 3
4 m4] log µ2

=
iκ2

16π2

(
1 − 1

4α
)
p2µ2

+
iκ2

16π2

[ 1
4α p2(m2 − Λ) − ( 3

4 m2 − 1
2 Λ)p2 − 3

4 m4] log µ2. (A-60)

A.3.2 Four-Point Vertex Function

(a) The Scalar Loop

(a) = 1
2 iκ2λ d

4(d−2)

∫
ddk

(2π)d

i
k2 − m2 + d

4(d−2)Λ
. (A-61)

Setting d = 4, we get

(a) =
iκ2λ

64π2

[
M2 − (m2 − 1

2 Λ) log
(
1 + M2

m2− 1
2Λ

)]
. (A-62)

(b) The Graviton Loop

(b) = − i
2 κ

2λ d
8(d−2)

[
ηµνηρσ − 2ηµ(ρησ)ν]

×
∫

ddk
(2π)d

i
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ

[(
2ηµ(ρησ)ν − 2

d−2ηµνηρσ
)
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− (1 − α)
4k(µην)(ρkσ)

k2 +
(
2 − d−4

d−2
)
αΛ

]
. (A-63)

Contracting the indices,

(b) = 1
2 κ

2λ d
8(d−2)

[ d(4+2d−2d2)
d−2 + (1 − α)4d

] ∫ ddk
(2π)d

1
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ
. (A-64)

Setting d = 4, we get

(b) =
3iκ2λ

16π2

[
M2 + 2Λ log

(
1 − M2

2Λ
)]
. (A-65)

(c) The Loop with 5-Point Interaction

(c) =
( − i

4 κλη
µν)( − i

4 κm
2ηρσ

)
×

∫
ddk

(2π)d

i
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ

i
k2 − m2 − d

4(d−2)Λ

×
[(

2ηµ(αηβ)ν − 2
d−2ηµνηαβ

) − (1 − α)
4k(µην)(αkβ)

k2 +
(
2 − d−4

d−2
)
αΛ

]
. (A-66)

It’s convenient to set α→ 0 at this stage. Then:

(c) = − d−1
2(d−2)λκ

2m2
∫

ddk
(2π)d

1
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ

1
k2 − m2 + d

4(d−2)Λ
. (A-67)

Setting d = 4 and working out the integral:

(c) = − 3iκ2λm2

64π2

∫ 1

0
dx

[
log

(
1 + M2

∆

) − M2

M2+∆

]
. (A-68)

(f) The Scalar-Scalar Loop

(f) = 1
2
[ − iλ + i d

4(d−2)κ
2m2]2

∫
ddk

(2π)d

[ i
k2 − m2 + d

4(d−2)Λ

]2
. (A-69)

Setting d = 4,

(f) =
i

32π2

[
λ − 1

2 κ
2m2]2

[
log

(
1 + M2

m2− 1
2Λ

) − M2

M2+m2− 1
2Λ

]
(A-70)

(g) The Graviton-Graviton Loop

(g) = 1
2
[ − d

8(d−2) iκ
2m2]2(ηµνηρσ − 2ηµ(ρησ)ν)(ηαβηλκ − 2ηα(ληα)β)
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×
∫

ddk
(2π)d

i
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ

i
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ

×
[(

2ηµ(αηβ)ν − 2
d−2ηµνηαβ

) − (1 − α)
4k(µην)(αkβ)

k2 +
(
2 − d−4

d−2
)
αΛ

]
×

[(
2ηρ(ληκ)σ − 2

d−2ηρσηλκ
) − (1 − α)

4k(ρηλ)(κkσ)

k2 +
(
2 − d−4

d−2
)
αΛ

]
(A-71)

It’s convenient to set α→ 0 at this stage. Then:

(g) = 1
2
[ κ2dm2

8(d−2)
]2(8d2 − 8d)

∫
ddk

(2π)d

1[
k2 +

(
2 − d−4

d−2
)
Λ
]2 . (A-72)

Setting d = 4 and working out the integral:

(g) =
3iκ4m4

16π2

[
log

(
1 − M2

2Λ
) − M2

M2−2Λ

]
. (A-73)
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附录 B 标准模型：从Lagrangian到Feynman规则

B.1 Quantum Chromodynamics

B.1.1 Preliminaries

The quantum chromodynamics (QCD) is a non-Abelian gauge theory with the

gauge group S U(3). In the classic level, the Lagrangian of QCD is given by:

LQCD = − 1
4 Ga

µνG
aµν + ψ̄i(i /D − m)ψi. (B-1)

The gauge field strength Ga
µν is given by:

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νGa

µ + gCcabcGb
µG

c
ν, (B-2)

where gc is the gauge coupling and f abc are structure constants of S U(3).

The second term in the Lagrangian (B-1) are fermions term. These fermions are

called quarks. There are six groups of quarks:

ψa
i =

(
ua, ca, ta, da, sa, ba )

. (B-3)

Each group lies in the fundamental representation of the gauge group S U(3), and each

element in a group is a Dirac fermion. The covariant derivative is given by:

Dµ = ∂µ − igCGa
µt

a, (B-4)

where tas are the group generators.

Once the theory get quantized, the gauge fixing is necessary. Following the stan-

dard procedure of Fadeev-Popov method, we can define the path integral of the theory

in a proper way. Then the Lagrangian of the quantized theory will acquire two addi-

tional terms:

∆L = LGF +Lghost = −
1

2ξC
(∂µGa

µ)
2 + c̄a

G(−∂µDac
µ )cc

G. (B-5)

Now we are ready two expand all the terms in the full Lagrangian, to get the Feynman

rules of QCD.
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B.1.2 Pure Gauge Part

We expand the pure gauge term in the lagrangian (B-1):

− 1
4 Ga

µνG
aµν = − 1

4
(
∂µGa

ν − ∂νGa
µ + gCcabcGb

µG
c
ν

)2

= − 1
4
(
∂µGa

ν − ∂νGa
µ

)2 − gCcabcGb
µG

c
ν∂

µGaν

− 1
4 g2

CcabccadeGb
µG

c
νG

dµGeν, (B-6)

and add the gauge fixing term in the lagrangian (B-5)

− 1
2ξC

(∂µGa
µ)

2 (B-7)

into the pure gauge term. Then we get:

− 1
4 Ga

µνG
aµν − 1

2ξC
(∂µGa

µ)
2

= 1
2 Ga

µ

[
gµν∂2 − (1 − 1

ξ
)∂µ∂ν

]
Ga
ν − gCcabcGb

µG
c
ν∂

µGaν

− 1
4 g2

CcabccadeGb
µG

c
νG

dµGeν. (B-8)

The first term gives the propagator of the gauge boson, or gluon:

1
2

∫
d4x Ga

µ(x)
[
gµν∂2 − (1 − 1

ξ
)∂µ∂ν

]
Ga
ν(x)

=
1
2

∫
d4k

(2π)4 Aµ(k)
[ − k2gµν + (1 − 1

ξC
)kµkν

]
Aν(−k). (B-9)

The propagator:

Dµν(k) = −i
[ − k2gµν + (1 − 1

ξC
)kµkν

]−1

=
−i

k2 + iϵ

[
gµν − (1 − ξC)

kµkν
k2

]
. (B-10)

Now we turn to the cubic term in (B-8), and work out the corresponding Feynman

vertex. The derivation will be relatively easy if we realize that the Feynman vertex

can be identified as the tree-level approximation of the corresponding 3-point vertex

function Γ(3)|tree. Since the vertex functions are generated by its generating functional,

namely the effective action Γ. We also know that the effective action is just the classical

action S at the tree level. Thus in momentum space, we have:

Γ(3)(Ga
1λ,G

b
2µ,G

c
3ν)

∣∣∣
tree

69



=
iδ3S [G]

δGa
1λδG

b
2µδG

c
3ν

= i
δ3

δGa
1λδG

b
2µδG

c
3ν

[
igCcde f Ge

αG f
βkαGdβ]

=gCcabc[gνλ(k3 − k1)µ + gλµ(k1 − k2)ν + gµν(k2 − k3)λ
]
. (B-11)

Where we have used the total-antisymmetry property of the structure constant cabc.

In the same way, we can work out the Γ(4) as:

Γ(4)(Ga
1µ,G

b
2ν,G

c
3ρ,G

d
4σ) =

iδ4Γ

δGa
1µδG

b
2νδG

c
3ρδG

d
4σ

= − ig2
C
[
ceabeecd(gρµgσν − gµσgνρ) + ceaccedb(gµσgρν − gµνgρσ)

+ ceadeebc(gµνgρσ − gρµgσν)
]
. (B-12)

B.1.3 Ghosts

The ghosts’ Lagrangian is:

Lghost = − c̄a
G∂

µDac
µ cc

G = −ca∂µ(δac∂µ + gCcabcGb
µ)c

c
G

= − ca
G∂

2ca
G + gCcabcca∂µ(Gb

µc
c
G). (B-13)

Thus the propagators of the ghosts are:

Dab(k) =
iδab

k2 − m2 + iϵ
. (B-14)

The ghost-gluon interaction:

Γ(3)(Gb
µ, c̄

a
G, c

c
G) = −gCcabckµ. (B-15)

B.1.4 Fermion Part

The Lagrangian for the quarks are given by:

Lquarks = ψ̄i(i /D − m)ψi = ψ̄i(i/∂ − m)ψi + gCGa
µt

aψ̄iγ
µψi. (B-16)

The first term gives the propagators of quarks:

Di j(k) =
i

/k − m + iϵ
δi j. (B-17)

The second term gives the interaction vertex for a gluon and quarks:

Γ(3)(Ga
µ, ψi, ψ̄ j) = igCtaγµδi j. (B-18)
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B.2 The Electroweak Theory

B.2.1 Preliminaries

We first write down the Lagrangian of the electroweak theory in a compact form

L = LG +LH +LF +LFH . (B-19)

The four terms on the right hand side are respectively the pure gauge Lagrangian, the

Higgs Lagrangian, the Fermion Lagrangian, and the Fermion-Higgs interaction term.

Their detailed forms will be introduced in turn in the following.

According to Faddeev-Popov method, Once the theory get quantized, we must

also introduce two additional terms, namely the gauge fixing term and the ghost term,

into the original Lagrangian.

∆L = LGF +Lghost. (B-20)

Hence, after quantization, the whole Lagrangian will be:

Lquantized = L + ∆L = LG +LH +LF +LFH +LGF +Lghost. (B-21)

This is our starting point. Since it is written in an extremely compact form, thus it

needs some labor to expand this Lagrangian to a form from which we can read the

Feynman rules directly. This is the task of the rest of this section. Various subsections

are organized as follows. (to be added)

Before going to the detailed derivation, we’d better outline the kernel idea of elec-

troweak theory. But this is far from complete, thus only can be treated as a list of

conventions on notations.

As the Lagrangian suggest, the electroweak theory is a gauge theory with Higgs

mechanism. The original gauge group of the theory is S U(2)W × U(1)Y. The gauge

field associated with this group are:

Wa
µ , a = 1, 2, 3 , and Bµ,

which are associated with the group S U(2) and U(1), respectively.

The gauge symmetry spontaneously breaks into a subgroup U(1), by a scalar field
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ϕ which has a nonzero vacuum expectation value:

ϕ =

 π+

1√
2
(h + ν + iπ0)

 , (B-22)

ϕ† =
(
π− 1√

2
(h + ν − iπ0)

)
(B-23)

Thus the vacuum expectation value of ϕ is

⟨|ϕ|⟩ = ν
√

2
. (B-24)

The crucial thing is that the remaining symmetry group U(1) is neither the original

U(1)Y, nor a subgroup of S U(2)W, but a subgroup of the mixing of S U(2)W × U(1)Y.

This mixing is described by a rotation on the generators (W3
µ , Bµ):Zµ

Aµ

 =
cos θW − sin θW

sin θW cos θW


W3

µ

Bµ

 . (B-25)

Where θW is called the Weinberg angle. For convenience, we introduce the following

notations:

cos θW ≡ cW , sin θW ≡ sW , tan θW ≡ tW .

In other cases, θW will be expressed explicitly, for instance, we will write cos 2θW .

The remaining two W fields will be linearly combined into eigenstates of electric

charge in the following form: 
W1
µ =

1√
2
(W+µ +W−µ ),

W2
µ =

i√
2
(W+µ −W−µ ).

(B-26)

The covariant derivatives for a field quantity lying in the fundamental representa-

tion of the gauge group is:

Dµ = ∂µ − 1
2 igτaWa

µϕ − ig′YBµ. (B-27)

Where τa are Pauli’s matrices, we adopt the convention:

τ1 =

0 1

1 0

 , τ2 =

0 −i

i 0

 , τ3 =

1 0

0 −1

 . (B-28)
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And Y is called the super charge of the field of which we take the derivative. g and g′

are corresponding couplings, in terms of which the Weinberg angle can be expressed:

sW =
g′√

g2 + g′2
, cW =

g√
g2 + g′2

. (B-29)

On the other hand, the unit electric charge e turns out to be:

e = gsW . (B-30)

All these relations will be frequently encountered below. We will use them without

further remarks.

B.2.2 Pure Gauge Sector

The pure gauge Lagrangian is:

LG = − 1
4 Wa

µνW
aµν − 1

4 BµνBµν. (B-31)

Where the field strength tensors are given by:

Wa
µν = ∂µW

a
ν − ∂νWa

µ + gϵabcWb
µWc

ν ; (B-32)

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ. (B-33)

Now we expand them:

− 1
4 Wa

µνW
aµν = − 1

4 (∂µWa
ν − ∂νWa

µ + gϵabcWb
µWc

ν )2

= − 1
4 (∂µWa

ν − ∂νWa
µ)2 − 1

2 gϵabcWb
µWc

ν (∂µWaν − ∂νWaµ)

− 1
4 g2ϵabcϵadeWb

µWc
νWdµWeν

= − 1
4 (∂µWa

ν − ∂νWa
µ)2 − gϵabcWb

µWc
ν∂

µWaν

− 1
4 g2(δbdδce − δbeδdc)Wb

µWc
νWdµWeν

= − 1
4 (∂µWa

ν − ∂νWa
µ)2 − gϵabcWb

µWc
ν∂

µWaν

− 1
4 g2(Wb

µWbµWc
νWcν −Wb

µWb
νWcµWcν).

Then we get the quadratic term:

− 1
4 (∂µWa

ν − ∂νWa
µ)2 − 1

4 (∂µBν − ∂νBµ)2
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= − 1
2 (∂µW+ν − ∂νW+µ )(∂µW−ν − ∂νW−µ)

− 1
4 (∂µZν − ∂νZµ)2 − 1

4 (∂µAν − ∂νAµ)2, (B-34)

the cubic term:

− gϵabcWb
µWc

ν∂
µWaν

= − g
[
(W2

µW3
ν −W3

µW2
ν )∂µW1ν

+ (W3
µW1

ν −W1
µW3

ν )∂µW2ν + (W1
µW2

ν −W2
µW1

ν )∂µW3ν]
= − ig(cWZν + sW Aν)

× [ −W−µ ∂
µW+ν +W−µ ∂

νW+µ +W+µ ∂
µW−ν −W+µ ∂

νW−µ
]

− ig(W+µ W−ν +W−µ W+ν )(cW∂
µZν + sW∂

µAν), (B-35)

and the quartic term:

− 1
4 g2[Wb

µWbµWc
νWcν −Wb

µWb
νWcµWcν]

= − 1
4 g2[(2W+µ W−µ +W3

µW3µ)2

− (W+µ W−ν +W−µ W+ν +W3
µW3

ν )2]
= 1

2 g2[W+µ W−ν W+µW−ν −W+µ W−µW+ν W−ν
]

− g2W+µ W−µ
[
c2

WZνZν + s2
W AνAν + 2cW sWZνAν]

+ 1
2 g2(W+µ W−ν +W−µ W+ν )

× [
c2

WZµZν + s2
W AµAν + 2cW sWZµAν]. (B-36)

B.2.3 Self-Interactions of Scalar

The Higgs Part of the original Lagrangian (B-19) is:

LH = (Dµϕ)†(Dµϕ) − V(ϕ). (B-37)

We first deal with the self interactions of Higgs field:

−V(ϕ) =µ2ϕ†ϕ − λ(ϕ†ϕ)2 = −λ[ϕ†ϕ − 1
2 ν

2]2
+ const.

= − λ[π+π− + 1
2 (π0)2 + 1

2 (h + ν)2 − ν2

2
]2
+ const.

= − λν2h2 − λ
4 h4 − λνh3 − λ

2 h2(π0)2

− λνh(π0)2 − λh2π+π− − 2λνhπ+π−
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− λ(π+π−)2 − λ
4 (π0)4 − λ(π0)2π+π− + const. (B-38)

The expressions in each step are equal up to a constant, we note that the term “const”

appearing above are not all equal.

B.2.4 Higgs-Gauge Sector

Now we come to the covariant derivative term of Higgs field. Note that the super-

charge of Higgs field is 1
2 , thus we have:

Dµϕ = ∂µϕ − ig
2 τ

aWa
µϕ −

ig′

2 Bµϕ. (B-39)

Then:

(Dµϕ
†)(Dµϕ) =

(
∂µϕ

† + ig
2 ϕ
†τaWa

µ +
ig′

2 ϕ
†Bµ

)
× (
∂µϕ − ig

2 τ
bWbµϕ − ig′

2 Bµϕ
)

=(∂µϕ†)(∂µϕ) +
∣∣∣ g

2 τ
aWa

µϕ +
g′

2 Bµϕ
∣∣∣2

+ (crossing term). (B-40)

In the last line, we have expand the covariant derivative of the scalar into three groups.

The first group gives all the kinetic terms of various scalars. The second group gives

all the vertices which do not involve partial derivatives. They contains all the 4 point

interactions, and the 3 point interactions with no derivatives, and the mass term for W

and Z gauge bosons. Finally, the third group, namely the crossing term, contains all the

3 point interactions with partial derivatives, as well as scalar-gauge mixing. As we shall

see, this mixing involves π± and π0 components of the scalar. Thus these components

are not physical fields.

Our task now is to expand these three groups, to make the statements above ex-

plicit. The final expression should in such a form that all the compact notations, such

as inner summation indices, disappear. The derivations are fairly lengthy, so be patient

please.

The first group in (B-40) reads

(∂µϕ†)(∂µϕ) = ∂µπ−∂µπ+ + 1
2 ∂µh∂

µh + 1
2 ∂µπ

0∂µπ0. (B-41)
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As claimed, they are kinetic terms of various kinds of scalars.

Next we move on to the second group of (B-40).∣∣∣ g
2 τ

aWa
µϕ +

g′

2 Bµϕ
∣∣∣2

=
g2

4 Wa
µWbµϕ†τaτbϕ︸                 ︷︷                 ︸
2ndT(a)

+
g′2

4 BµBµϕ†ϕ︸        ︷︷        ︸
2ndT(b)

+
gg′

2 Wa
µBµϕ†τaϕ︸             ︷︷             ︸

2ndT(c)

. (B-42)

Three terms again. Be alert, we will expand these by brute force!

The first term in (B-42):

g2

4 Wa
µWbµϕ†τaτbϕ

=
g2

4 Wa
µWbµϕ† 1

2 (τaτb + τbτa)ϕ = g2

4 Wa
µWaµϕ†ϕ

=
g2

4
(
2W+µ W−µ +W3

µW3µ)(π+π− + 1
2 (π0)2 + 1

2 (h + ν)2), (B-43)

In these steps We symmetrize the Pauli matrices, use the anticommutation relations

τaτb + τbτa = 2δab,

and use also the explicit form of Wa
µ and ϕ, namely, (B-26) and (B-22).

The second term in (B-42):

g′2

4 BµBµϕ†ϕ

=
g′2

4 BµBµ
[
π+π− + 1

2 (π0)2 + 1
2 (h + ν)2], (B-44)

The third term in (B-42):

gg′

2 Wa
µBµϕ†τaϕ

=
gg′

2 Bµ
(
π− 1√

2
(h + ν − iπ0)

)
×

 W3
µ W1

µ − iW2
µ

W1
µ + iW2

µ −W3
µ


 π+

1√
2
(h + ν + iπ0)


=

gg′

2 BµW3
µ

[
π+π− − 1

2 (π0)2 − 1
2 (h + ν)2]︸                                            ︷︷                                            ︸

2ndT(c1)

+
gg′

2 Bµ(W+µ π
− +W−µ π

+)(h + ν)︸                                ︷︷                                ︸
2ndT(c2)
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+
gg′

2 Bµ(W+µ π
− −W−µ π

+)iπ0︸                           ︷︷                           ︸
2ndT(c3)

. (B-45)

Now we sum them up:

2ndT(a) + 2ndT(b) + 2ndT(c1) = g2

2 W+µ W−µ
[
π+π− + 1

2 (π0)2 + 1
2 (h + ν)2]︸                                              ︷︷                                              ︸

2ndT(d)

+ 1
4
[
g2W3

µW3µ + g′2BµBµ + 2gg′W3
µBµ

]
π+π−︸                                                  ︷︷                                                  ︸

2ndT(e)

+ 1
8
(
g2W3

µW3µ + g′2BµBµ − 2gg′W3
µBµ

)[
(h + ν)2 + (π0)2]︸                                                                   ︷︷                                                                   ︸

2ndT(f)

.

(B-46)

We further expand the three terms on the right hand side:

2ndT(d) = g2

2 W+µ W−µπ+π− + g2

4 W+µ W−µπ0π0 +
g2

4 W+µ W−µh2

+
g2ν
2 W+µ W−µh + g2ν2

4 W+µ W−µ, (B-47)

2ndT(e) = 1
4
[
g2(cWZµ + sW Aµ)2 + g′2(−sWZµ + cW Aµ)2

+ 2gg′(cWZµ + sW Aµ)(−sWZµ + cW Aµ)
]
π+π−

= 1
4
[ (g2−g′2)2

g2+g′2 ZµZµ +
4g2g′2

g2+g′2 AµAµ +
4gg′(g2−g′2)

g2+g′2 ZµAµ]π+π−
=
(
g cos 2θW

2 cos θW

)2ZµZµπ+π− + e2AµAµπ+π− + (4g2 tan θW cos 2θW)ZµAµπ+π−,

(B-48)

2ndT(f) = 1
8
[
g2(cWZµ + sW Aµ)2 + g′2(−sWZµ + cW Aµ)2

− 2gg′(cWZµ + sW Aµ)(−sWZµ + cW Aµ)
][

(h + ν)2 + (π0)2]
= 1

4
[
(g2 + g′2)ZµZµ][(h + ν)2 + (π0)2]

=
( g

2cW

)2(
ZµZµh2 + ZµZµπ0π0 + vZµZµh

)
+

( gν
2cW

)2ZµZµ. (B-49)

Don’t forget another two terms:

2ndT(c2) = gg′

2 (−sWZµ + cW Aµ)(W+µ π
− +W−µ π

+)(h + ν)

=
−sW gg′

2 (ZµW+µ π
−h + ZµW−µ π

+h) + cW gg′

2 (AµW+µ π
−h + AµW−µ π

+h)
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+
−sW tW g2ν

2 (ZµW+µ π
− + ZµW−µ π

+) + sW g2ν
2 (AµW+µ π

− + AµW−µ π
+). (B-50)

2ndT(c3) = gg′

2 (−sWZµ + cW Aµ)(W+µ π
− −W−µ π

+)iπ0

=
−isW tW g2

2 (ZµW+µ π
−π0 − ZµW−µ π

+π0) (B-51)

+
isW g2

2 (AµW+µ π
−π0 − AµW−µ π

+π0). (B-52)

Now, 2ndT(d), 2ndT(e), 2ndT(f), 2ndT(c2), 2ndT(c3) are readily in the form from

which we can read the Feynman rules directly.

Going on expanding the ugly 3rdT:

3rdT =
( ig

2
τaWbµ +

ig′

2
Bµ

)(
ϕ†∂µϕ − (∂µϕ†)ϕ

)
= −

(
π− 1√

2
(h + ν − iπ0)

)
Mµ

 ∂µπ
+

1√
2
(∂µh + i∂µπ0)


= −

(
∂µπ

− 1√
2
(∂µh − i∂µπ0)

)
Mµ

 π+

1√
2
(h + ν + iπ0)

 , (B-53)

where the matrix Mµ is:

Mµ =

 i
2 (gW3

µ + g′Bµ)
ig
2 (W1

µ − iW2
µ)

ig
2 (W1

µ + iW2
µ) i

2(−gW3
µ + g′Bµ)

 =
 i

2gcW(1 − t2
W)Zµ + ieAµ

ig√
2
W+µ

ig√
2
W−µ − ig

2cW
Zµ

 .
(B-54)

Thus:

3rdT =
{ igcW (1−t2

W )
2 Zµπ−∂µπ+ + ieAµπ

−∂µπ+ + ig
2 W+µ π

−∂µh − g
2 W+µ π

−∂µπ0

ig
2 W−µ h∂µπ+ + igν

2 W−µ ∂
µπ+ − g

2 W−µ π
0∂µπ+ − ig

4cW
Zµ(h + ν − iπ0)(∂µh + i∂µπ0)

}
− { igcW (1−t2

W )
2 Zµπ+∂µπ− + ieAµπ

+∂µπ− + ig
2 W−µ π

+∂µh + g
2 W−µ π

+∂µπ0

+
ig
2 W+µ ∂

µπ−h + igν
2 W+µ ∂

µπ− − g
2 W+µ π

0∂µπ− − ig
4cW

Zµ(h + ν + iπ0)(∂µh − i∂µπ0)
}

=
igcW (1−t2

W )
2 Zµ(π−∂µπ+ − π+∂µπ−) + ieAµ(π−∂µπ+ − π+∂µπ−)

+
ig
2 W+µ (π−∂µh − h∂µπ−) − g

2 W+µ (π−∂µπ0 − π0∂µπ−)

− ig
2 W−µ (π+∂µh − h∂µπ+) − g

2 W−µ (π+∂µπ0 − π0∂µπ
+)

+
igν
2 (W−µ ∂

µπ+ −W+µ ∂
µπ−) + g

2cW
Zµ(h∂µπ0 − π0∂µh) + gν

2cW
Zµ∂µπ

0. (B-55)
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This is the final results. Don’t worry about the mixing terms like W∂π, they will be

eliminated by gauge fixing.

B.2.5 Gauge Fixing and the Ghost Field

As has been mentioned, the quantization of a non-Abelian gauge theory with

Faddeev-Popov method will involve two additional terms in the classical Lagrangian.

They are gauge fixing term and ghost term.

B.2.5.1 Gauge Fixing

The gauge fixing are chosen to be in the so-called Rξ gauge. This gauge has the

advantage that it can eliminate the gauge-higgs mixing appeared above.

LGF = − 1
2ξ (∂µWaµ − ξκaχ

a)2 − 1
2ξ (∂µBµ − ξκBπ

0)2. (B-56)

where:

χ =


− i√

2
(π+ − π−)

1√
2
(π+ + π−)

π0

 , κ1 = κ2 ≡ κW = −
gν
2
, κ3 =

gν
2
, κB =

gνtW
2

. (B-57)

Then we have:

− 1
2ξ

(
∂µWaµ − ξκaχ

a
)2
= − 1

2ξ
(
∂µWaµ)2 − 1

2ξ
(
ξκaϕ̃

a)2
+ ∂µWaµκaϕ̃

a

= − 1
ξ
∂µW+µ∂νW−ν −

1
2ξ

(
∂µW3µ)2 − ξκ2

Wπ
+π− −

ξκ2
3

2
(π0)2

+ iκW

(
π−∂µW+µ − π+∂µW−µ

)
+ (cW∂µZµ + sW∂µAµ)κ3π

0, (B-58)

and:

− 1
2ξ

(
∂µBµ − ξκBϕ

3
)2
= − 1

2ξ
(
∂µBµ

)2 −
ξκ2

B(π0)2

2
+ κB(−sW∂

µZµ + cW∂
µAµ)π0.

(B-59)

Adding them together, we get:

LGF = −
1
ξ
∂µW+µ∂νW−ν −

1
2ξ

(
∂µW3µ)2 − 1

2ξ
(
∂µBµ

)2 − ξκ2
Wπ
+π− −

ξκ2
3

2c2
W

(π0)2

+ iκW

(
π−∂µW+µ − π+∂µW−µ

)
+
κ3

cW
π0∂µZµ. (B-60)
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B.2.5.2 The Ghost Field

For convenience, we rewrite the gauge fixing lagrangian as:

LGF = −
1
ξ

F+F− −
1
2ξ

F2
Z −

1
2ξ

F2
A, (B-61)

where:

F± = ∂µW+µ ± iξκWπ
±, (B-62)

FZ = ∂
µZµ − ξκZπ

0, (B-63)

FA = ∂
µAµ. (B-64)

Then the ghost terms can be written as:

Lghost = c̄a δFa

δθb cb. (B-65)

Where θa = (θ+, θ−, θZ , θA) are generators of the gauge group. Now we expand this

term as follows:

Lghost =c̄+
δF+
δθb cb + c̄−

δF−
δθb cb + c̄Z

δFZ

δθb cb + c̄A
δFA

δθb cb

=c̄+
(
∂µ
δW+µ
δθb + iξκW

δπ+

δθb

)
cb + c̄−

(
∂µ
δW−µ
δθb − iξκW

δπ−

δθb

)
cb

+ c̄Z

(
∂µ
δZµ
δθb − ξκZ

δπ0

δθb

)
cb + c̄A

(
∂µ
δAµ

δθb

)
cb. (B-66)

Note that:

δW±µ = (−∂µ ± ieAµ ± igcWZµ)θ± ∓ igcWW±µ θZ ∓ ieW±µ θA; (B-67)

δZµ = −igcWW−µ θ
+ + igcWW+µ θ

− − ∂µθZ; (B-68)

δAµ = −ieW−µ θ
+ + ieW+µ θ

− − ∂µθA; (B-69)
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δπ± =
(
∓ ig

2
(h + ν) − g

2
π0

)
θ± ∓ ig cos θW

2cW
π±θZ ∓ ieπ±θA; (B-70)

δπ0 =
g
2
π−θ+ − g

2
π+θ− +

g
2cW

(h + ν)θZ . (B-71)

From these relations we can deduce:

Lghost =c̄+
[
∂µ(−∂µ + ieAµ + igcWZµ) + iξκW

(
− ig

2
(h + ν) − g

2
π0

)]
c+

+ c̄+
[
∂µ(−igcWW+µ ) + iξκW

(
− ig cos θW

2cW
π+

)]
cZ + c̄+

[
∂µ(−ieW+µ ) + iξκW(−ieπ+)

]
cA

+ c̄−
[
∂µ(−∂µ − ieAµ − igcWZµ) − iξκW

( ig
2

(h + ν) − g
2
π0

)]
c−

+ c̄−
[
∂µ(igcWW−µ ) − iξκW

( ig cos 2θW

2cW
π−

)]
cZ + c̄−

[
∂µ(ieW−µ ) − iξκW(ieπ−)

]
cA

+ c̄Z

[
∂µ(∓igcWW∓µ ) − ξκZ

(
± g

2
π∓

)]
c± + c̄Z

[
− ∂µ∂µ − ξκZ

( g
2cW

(h + ν)
)]

cZ

+ c̄A

[
∓ ie∂µW∓µ

]
c± + c̄A

[
− ∂µ∂µ

]
cA. (B-72)

We write it into a more clean form:

Lghost =c̄+
(
− ∂2 − ξM2

W

)
c+ + c̄−

(
− ∂2 − ξM2

W

)
c− + c̄Z

(
− ∂2 − ξM2

Z

)
cZ + c̄A(−∂2)cA

+ c̄±
(
± ie∂µAµ ± igcW∂

µZµ −
ξM2

W

ν
h ±

iξM2
W

ν
π0

)
c±

+ c̄±
(
∓ igcW∂

µW±µ ±
ξM2

W cos 2θW

cWν
π±

)
cZ + c̄Z

(
∓ igcW∂

µW∓µ ∓
ξgMZ

2
π∓

)
c±

+ c̄±
(
∓ ie∂µW±µ ∓ eξMWπ

±
)
cA + c̄A(∓ie∂µW∓µ )c± − c̄Z

ξM2
Z

ν
hcZ . (B-73)

B.2.6 Fermion-Gauge Sector

The fermions in standard model are as follows:
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Leptons Rep. of S U(2) Isospin3 I3 Supercharge Y

νeL νµL ντL 2d 1/2 −1/2
e−L µ−L τ−L 2d −1/2 −1/2
e−R µ−R τ−R 1d 0 −1
uL cL tL 2d 1/2 1/6
dL sL bL 2d −1/2 1/6
uR cR tR 1d 0 2/3
dR sR bR 1d 0 −1/3

In what follows, we will group the left-handed leptons into a group, called LL, the

right-handed leptons will be written as lR. Accordingly, the left-handed quarks will be

grouped as QL, and the right-handed quarks will be written as qu
R and qd

L.

In this manner, we can write the Lagrangian for fermions as:

LF = L̄L /DlLLL + l̄R /DlRlR + Q̄L /DqLQL + q̄u
R /DuRqu

R + q̄d
R /DdRqd

R. (B-74)

We will expand this formula term by term. Before going into the detail, we note

a left-handed fermion ψL and a right-handed fermion ψR can be expressed by a corre-

sponding projection operators PL and PR acting on a Dirac spinor ψ, as:

ψL = PLψ =
1 − γ5

2
ψ, ψR = PRψ =

1 + γ5

2
ψ. (B-75)

These relations are very useful when we combine the Lagrangians of left-handed and

right-handed parts.

B.2.6.1 The Left-handed Leptons

As has been mentioned, we have:

LL =

(
νi

e−i

)
L

, i = e, µ, τ. (B-76)

The corresponding covariant derivative is:

Dµ
lL = i∂µ +

g
2
τaWaµ + g′YlLBµ. (B-77)

Remember that YlL = −1/2, thus we have:

⇒ Dµ
1L =

i∂µ + g
2W3µ − g′

2 Bµ g√
2
W+µ

g√
2
W−µ i∂µ − g

2W3µ − g′

2 Bµ


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=

i∂µ + g
2cW

Zµ g√
2
W+µ

g√
2
W−µ i∂µ − gcW (1−t2

W )
2 Zµ − eAµ

 . (B-78)

Then:

L̄L /DlLLL =ν̄Lii/∂νLi + e+Lii/∂e−Li +
g

2cW
ν̄Li/ZνLi −

gcW(1 − t2
W)

2
e+Li/Ze−Li − ee+Li /Ae−Li

+
g
√

2
ν̄Li /W

+e−Li +
g
√

2
e+Li /W

−vLi. (B-79)

B.2.6.2 The Right-handed Leptons

Now we turn to the right-handed leptons. Note that there are no right-handed

neutrinos, hence:

lR = e−Ri, i = e, µ, τ. (B-80)

The covariant derivative:

Dµ
lR = i∂µ + g′YlRBµ = i∂µ + g′Bµ = i∂µ − gtW sWZµ + eAµ. (B-81)

Thus:

l̄R /DlRlR = e+Rii/∂e−Ri + gtW sWe+Ri/Ze−Ri − ee+Ri /Ae−Ri. (B-82)

Now we can combine the two terms involving leptons by introducing γ5 (Recall the

projection operators mentioned above):

L̄L /DlLLL + l̄R /DlRlR =ν̄Lii/∂νLi + e+i i/∂e−i +
g

4cW
ν̄i/Z(1 − γ5)νi

−
gcW(1 − t2

W)
4

e+i /Z(1 − γ5)e−i +
gtW sW

2
e+i /Z(1 + γ5)e−i − ee+i /Ae−i

+
g

2
√

2
ν̄i /W

+(1 − γ5)e−i +
g

2
√

2
e+i /W

−(1 − γ5)vi

=ν̄Lii/∂νLi + e+i i/∂e−i +
g

4cW
ν̄i/Z(1 − γ5)νi +

g
4

e+i /Z
[
cW(3t2

W − 1) − γ5

cW

]
e−i

+
g

2
√

2
ν̄i /W

+(1 − γ5)e−i +
g

2
√

2
e+i /W

−(1 − γ5)vi. (B-83)
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B.2.6.3 The Left-handed Quarks

We can write out everything without further explanation:

QL =

(
qu

Li

qd
Li

)
=

{(
uL

dL

)
,

(
cL

sL

)
,

(
tL

bL

)}
. (B-84)

The covariant derivative:

Dµ
lL =i∂µ +

g
2
τaWaµ + g′YqLBµ

=

i∂µ + g
2W3µ +

g′

6 Bµ g√
2
W+µ

g√
2
W−µ i∂µ − g

2W3µ +
g′

6 Bµ


=

i∂µ +
gcW (1−t2

W/3)
2 Zµ + 2

3eAµ g√
2
W+µ

g√
2
W−µ i∂µ − gcW (1+t2

W/3)
2 Zµ − 1

3eAµ

 . (B-85)

Q̄L /DqLQL =q̄u
Lii/∂qu

Li + q̄d
Lii/∂qd

Li

+
gcW(1 − t2

W/3)
2

q̄u
Li/Zqu

Li +
2
3

eq̄u
Li /Aqu

Li −
gcW(1 + t2

W/3)
2

q̄d
Li/Zqd

Li −
1
3

eq̄d
Li /Aqd

Li

+
g
√

2
q̄u

Li /W
+qd

Li +
g
√

2
q̄d

Li /W
−qu

Li. (B-86)

B.2.6.4 The Right-handed Quarks

The last part:

qu
R = (qu

Ri) =
(
uR cR tR

)
, qd

R = (qd
Ri) =

(
dR sR bR

)
. (B-87)

The covariant derivatives:

Dµ
uR = i∂µ + g′YuRBµ = i∂µ +

2
3

g′Bµ = i∂µ −
2gs2

W

3cW
Zµ +

2
3

eAµ, (B-88)

Dµ
dR = i∂µ + g′YdRBµ = i∂µ − 1

3
g′Bµ = i∂µ +

gs2
W

3cW
Zµ − 1

3
eAµ. (B-89)

q̄u
R /DuRqu

R =q̄u
Rii/∂qu

Ri −
2gs2

W

3cW
q̄u

Ri/Zqu
Ri +

2
3

eq̄u
Ri /Aqu

Ri, (B-90)

q̄d
R /DuRqd

R =q̄d
Rii/∂qd

Ri +
gs2

W

3cW
q̄d

Ri/Zqd
Ri −

1
3

eq̄d
Ri /Aqd

Ri. (B-91)
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We can also combine the left-handed and right-handed quarks by introducing γ5, as in

the case of leptons:

Q̄L /DqLQL + q̄u
R /DuRqu

R + q̄d
R /DdRqd

R

=q̄u
i i/∂qu

i + q̄d
i i/∂qd

i +
gcW(1 − t2

W/3)
4

q̄u
i /Z(1 − γ5)qu

i −
gs2

W

3cW
q̄u

i /Z(1 + γ5)qu
i

−
gcW(1 + t2

W/3)
4

q̄d
i /Z(1 − γ5)qd

i +
gs2

W

6cW
q̄d

i /Z(1 + γ5)qd
i +

2
3

eq̄u
i /Aqu

i −
1
3

eq̄d
i /Aqd

i

+
g

2
√

2
q̄u

i /W
+(1 − γ5)qd

i +
g

2
√

2
q̄d

i /W
−(1 − γ5)qu

i

=q̄u
i i/∂qu

i + q̄d
i i/∂qd

i +
g
4

q̄u
i /Z

(
cW(1 − 5t2

W/3) − γ5/cW
)
qu

i +
g
4

q̄d
i /Z

(
cW(t2

W/3 − 1) + γ5/cW
)
qd

i

+
2
3

eq̄u
i /Aqu

i −
1
3

eq̄d
i /Aqd

i +
g

2
√

2
q̄u

i /W
+(1 − γ5)qd

i +
g

2
√

2
q̄d

i /W
−(1 − γ5)qu

i . (B-92)

B.2.7 Fermion-Higgs Sector

Now we turn to the last part, namely the Fermion-Higgs interaction. This interac-

tion is of Yukawa type, and is the origin of the mass of various kinds of fermions. We

must be very careful here, because the weak-coupling eigenstates and the mass eigen-

states do not coincide, for both leptons and quarks. Thus we have to rotate the weak

eigenbasis to the mass eigenbasis, by a unitary mapping acting on leptons or quarks.

The Lagrangian of this part can be written as:

LFH = −yl
i j

(
L̄LiHlR j + l̄R jH†LLi

)
−

(
yu

i jQ̄Li(iτ2H∗)qu
R j + yd

i jQ̄LiHqd
R j + h.c.

)
. (B-93)

The subtlety we have mentioned are expressed here by the non-diagonal nature of var-

ious of yi j matrices.

B.2.7.1 Lepton-Higgs Sector

LLH = − π+
(
ν̄e ν̄µ ν̄τ

) 
yl

11 yl
12 yl

13

yl
21 yl

22 yl
23

yl
31 yl

32 yl
33



e−R
µ−R

τ−R

 + h.c.
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− 1
√

2
(h + ν + iπ0)

(
e+L µ+L τ+L

) 
yl

11 yl
12 yl

13

yl
21 yl

22 yl
23

yl
31 yl

32 yl
33



e−R
µ−R

τ−R

 + h.c.. (B-94)

Now we rotate the leptons into the basis in which the matrix yl
i j gets diagonalized.

(
e+L µ+L τ+L

) 
yl

11 yl
12 yl

13

yl
21 yl

22 yl
23

yl
31 yl

32 yl
33



e−R
µ−R

τ−R

 =
(
em+

L µm+
L τm+

L

) 
yl

1

yl
2

yl
3



em−

R

µm−
R

τm−
R

 . (B-95)

Here and in the following, we use an upper index ”m” to label the mass eigenstate.

Then the second line of LLH is:

− 1
√

2
(h + ν + iπ0)

(
yl

1em+
L em−

R + yl
2µ

m+
L µm−

R + yl
2τ

m+
L τm−

R

)
+ h.c.

= − 1
√

2
(h + ν)

(
yl

1em+em− + yl
2µ

m+µm− + yl
2τ

m+τm−
)

− i
√

2
π0

(
yl

1em+γ5em− + yl
2µ

m+γ5µm− + yl
2τ

m+γ5τm−
)

(B-96)

B.2.7.2 Quark-Higgs Sector

LQH = −
1
√

2
(h + ν − iπ0)

(
ūL c̄L t̄L

)
(yu

i j)


uR

cR

tR

 + π−
(
d̄L s̄L b̄L

)
(yu

i j)


uR

cR

tR


− 1
√

2
(h + ν + iπ0)

(
d̄L s̄L b̄L

)
(yd

i j)


dR

sR

bR

 − π+
(
ūL c̄L t̄L

)
(yd

i j)


dR

sR

bR

 + h.c.

(B-97)

As in the case of leptons, we diagonalize the matrices yu
i j and yd

i j.

(
ūL c̄L t̄L

) 
yu

11 yu
12 yu

13

yu
21 yu

22 yu
23

yu
31 yu

32 yu
33



uR

cR

tR

 =
(
ūm

L c̄m
L t̄m

L

) 
yu

1

yu
2

yu
3



um

R

cm
R

tm
R

 (B-98)
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(
d̄L s̄L b̄L

) 
yd

11 yd
12 yd

13

yd
21 yd

22 yd
23

yd
31 yd

32 yd
33



dR

sR

bR

 =
(
d̄m

L s̄m
L b̄m

L

) 
yd

1

yd
2

yd
3



dm

R

sm
R

bm
R

 (B-99)

Thus the first terms in each line of LQH, together with their hermitian conjugations,

sum to:

− 1
√

2
(h + ν)

(
yu

1ūmum + yu
2c̄mcm + yu

3t̄mtm + yd
1d̄mdm + yd

2 s̄msm + yd
3b̄mbm

)
+

iπ0

√
2

(
yu

1ūmγ5um + yu
2c̄mγ5cm + yu

3t̄mγ5tm − yd
1d̄mγ5dm − yd

2 s̄mγ5sm − yd
3b̄mγ5bm

)
(B-100)

The remaining terms, namely the last term in each line ofLQH, can also be expressed in

the mass eigenbasis. The complexity comes from the fact that the unitary transforma-

tions from the weak basis to the mass basis are different for (u, c, t) quarks and (d, s, b)

quarks. This difference is described by the famous CKM matrix:

VCKM ≡ U†uLUdL, (B-101)

where the unitary operator UuL and UdL are defined by:

UuLqm
uL = quL, UdLqm

dL = qdL. (B-102)

With the help of these formulae, we can rewrite the remaining terms in mass basis.

Before doing this, we note that:

yu
i δi j = (U†uL)ik(yu)kl(UuR)l j ⇒ (yu)mn = yu

i (UuL)mi(U
†
uR)in, (B-103)

(U†dL)im(yu)mn(UuR)n j = yu
k(U†dL)im(UuL)mk(U†uR)kn(UuR)n j = yu

j(V
†
CKM)i j, (B-104)

and:

(U†uL)im(yd)mn(UdR)n j = yd
k(U†uL)im(UdL)mk(U†dR)kn(UdR)n j = yd

j (VCKM)i j. (B-105)
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Now we are ready to write the needed terms:

π−
(
d̄m

L s̄m
L b̄m

L

)
V†CKM


yu

1um
R

yu
2cm

R

yu
3tm

R

 − π+
(
ūm

L c̄m
L t̄m

L

)
VCKM


yd

1dm
R

yd
2 sm

R

yd
3bm

R

 + h.c. (B-106)

B.3 The Feynman Diagrams for QCD

B.3.1 Propagators

G :
kµ ν

a b
=
−iδab

k2 + iϵ

[
gµν − (1 − ξC)

kµkν

k2

]

cG : ka b =
iδab

k2 + iϵ

ψ : ki j =
iδi j

/k − Mi + iϵ

B.3.2 Vertices

Gc
νGb

µ

Ga
λ

k2 k3

k1

= gCcabc
(
gνλ(k3 − k1)µ + gλµ(k1 − k2)ν + gµν(k2 − k3)λ

)

Gc
ρGd

σ

Ga
µ Gb

ν

= − ig2
C

(
ceabeecd(gρµgσν − gµσgνρ) + ceaccedb(gµσgρν − gµνgρσ)

+ ceadeebc(gµνgρσ − gρµgσν)
)
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c̄a
Gcb

G

Gb
µ

k
= −gCcabckµ

ψ̄ jψi

Ga
µ

= igCtaγµδi j

B.4 Diagrams for Electroweak Theory

B.4.1 Propagators

h : k
=

i
k2 − 2λν2 + iϵ

π0 : k
=

i
k2 − ξM2

Z + iϵ

π+ : k
=

i
k2 − ξM2

W + iϵ

π− : k
=

i
k2 − ξM2

W + iϵ

W+ : kµ ν =
−i

k2 − M2
W + iϵ

[
gµν − (1 − ξ) kµkν

k2 − ξM2
W

]

W− : kµ ν =
−i

k2 − M2
W + iϵ

[
gµν − (1 − ξ) kµkν

k2 − ξM2
W

]
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Z : kµ ν =
−i

k2 − M2
Z + iϵ

[
gµν − (1 − ξ) kµkν

k2 − ξM2
Z

]

A : kµ ν =
−i

k2 + iϵ

[
gµν − (1 − ξ) kµkν

k2

]

c+ : k
=

i
k2 − ξM2

W + iϵ

c− : k
=

i
k2 − ξM2

W + iϵ

cZ : k
=

i
k2 − ξM2

Z + iϵ

cA : k
=

i
k2 + iϵ

f : k
=

i
/k − M f + iϵ

B.4.2 Pure Gauge Interactions

W−σW−ρ

W+µ W+ν

= ig2(2gµνgρσ − gµρgνσ − gµσgνρ)
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ZσZρ

W+µ W+ν

= −ig2c2
W(2gµνgρσ − gµρgνσ − gµσgνρ)

AσAρ

W+µ W+ν

= −ie2(2gµνgρσ − gµρgνσ − gµσgνρ)

AσZρ

W+µ W+ν

= −iegcW(2gµνgρσ − gµρgνσ − gµσgνρ)

W−νW+µ

Zρ

k+ k−

kZ
= − igcW

[
gµν(k+ − k−)ρ + gνρ(k− − kZ)µ

+ gρµ(kZ − k+)ν
]

W−νW+µ

Aρ

k+ k−

kA
= − ie

(
gµν(k+ − k−)ρ + gνρ(k− − kA)µ

+ gρµ(kA − k+)ν
)

B.4.3 Higgs Self-Interactions

The following nine diagrams follow from the eqn.(B-38)
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hh

h h

= −6iλ

π0π0

h h

= −2iλ

π−π+

h h

= −2iλ

π−π+

π+ π−

= −4iλ

π0π0

π+ π−

= −2iλ

π0π0

π0 π0

= −6iλ
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hh

h

= −6iλν

π0π0

h

= −2iλν

π−π+

h

= −2iλν

B.4.4 Higgs-Gauge Interactions

The following 16 diagrams of 2Higgs-2gauge bosons interactions follow from the

Eqns.(B-47), (B-48), (B-49), (B-50), and (B-51).

π−π+

W+µ W−ν

=
ig2

2
gµν

π0π0

W+µ W−ν

=
ig2

2
gµν
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hh

W+µ W−ν

=
ig2

2
gµν

π−π+

Zµ Zν

=
ig2 cos2 2θW

4c2
W

gµν

π0π0

Zµ Zν

=
ig2

2c2
W

gµν

hh

Zµ Zν

=
ig2

2c2
W

gµν

π0π+

Zµ W−ν

= − gµνsW tWg2

2

π−π0

W+µ Zν

=
gµνsW tWg2

2
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π0π+

Aµ W−ν

=
gµνsWg2

2

π−π0

W+µ Aν

= − gµνsWg2

2

hπ+

Zµ W−ν

= − igµνsW tWg2

2

π−h

W+µ Zν

= − igµνsW tWg2

2

hπ+

Aµ W−ν

=
igµνcW tWg2

2

π−h

W+µ Aν

=
igµνcW tWg2

2
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π−π+

Aµ Aν

= ie2gµν

π−π+

Zµ Aν

= 4igµνg2tW cos 2θW

The following 13 diagrams of 1Higgs-2gauge bosons interactions follow from

Eqn.(B-55).

W−µW+ν

h

=
igµνg2ν

2

ZµZν

h

=
igµνg2ν

4c2
W

ZµW+ν

π−

= − igµνsW tWg2ν

2
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W−µZν

π+

= − igµνsW tWg2ν

2

AµW+ν

π−

=
igµνsWg2ν

2

W−µAν

π+

=
igµνsWg2ν

2

π−π+

Zµ

k+ k−
= −

igcW(1 − t2
W)

2
(k+ − k−)µ

π−π+

Aµ

k+ k−
= −ie(k+ − k−)µ

π−π0

W+µ

k0 k−
=

g
2

(k0 − k−)µ
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π0π+

W−µ

k+ k0

=
g
2

(k0 − k+)µ

π−h

W+µ

kh k−
= − ig

2
(kh − k−)µ

hπ+

W−µ

k+ kh

= − ig
2

(k+ − kh)µ

π0h

Zµ

kh k0
=

g
2cW

(kh − k0)µ

B.4.5 Vertices with Ghost

The following 12 diagrams with ghosts come from Eqn.(B-73).

c̄±c±

Aµ

kµ
= ±iekµ
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c̄±c±

Zµ

kµ
= ±igcWkµ

c̄±cZ

W±µ

kµ
= ∓igcWkµ

c̄Zc±

W∓µ

kµ
= ∓igcWkµ

c̄±cA

W±µ

kµ
= ∓iekµ

c̄Ac±

Zµ

kµ
= ∓iekµ

c̄±c±

h

= −
iξM2

W

ν
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c̄±c±

π0

= ∓
ξM2

W

ν

c̄±cZ

π±

= ∓
iξM2

W cos 2θW

νcW

c̄Zc±

π∓

= ∓ iξgMZ

2

c̄±cA

π±

= ∓ieξMW

c̄ZcZ

h

= −
iξM2

Z

ν
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B.4.6 Fermion-Gauge Interactions

ν̄iνi

Zµ

=
ig

4cW
γµ(1 − γ5)

e+ie−i

Zµ

=
ig
4
γµ

(
cW(3t2

W − 1) − γ5/cW
)

e+ie−i

Aµ

= −ieγµ

ν̄ie−i

W+µ

=
ig

2
√

2
γµ(1 − γ5)

e+iνi

W−µ

=
ig

2
√

2
γµ(1 − γ5)
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ūiui

Zµ

=
ig
4
γµ

(
cW(1 − 5t2

W/3) − γ5/cW
)

ūiui

Aµ

=
2ieγµ

3

d̄idi

Zµ

=
ig
4
γµ

(
cW(t2

W/3 − 1) + γ5/cW
)

d̄idi

Aµ

= − ieγµ

3

ūidi

W+µ

=
ig

2
√

2
γµ(1 − γ5)
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d̄iui

W−µ

=
ig

2
√

2
γµ(1 − γ5)

B.4.7 Fermion-Higgs Interactions

The following diagrams are presented in the MASS EIGENBASIS!!

e+ie−i

h

= − imei

ν

e+ie−i

π0

=
mei

ν
γ5

ν̄ie−i

π+

= −
iyl

i

2
(1 + γ5)

e+iνi

π−

= −
iyl

i

2
(1 − γ5)
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ūiui

h

= − imui

ν

d̄idi

h

= − imdi

ν

ūiui

π0

= − mui

ν
γ5

d̄idi

π0

= − mdi

ν
γ5

d̄iu j

π−

=
i
2

(V†CKM)i jyu
j(1 + γ

5) − i
2

(V†CKM)i jyd
i (1 − γ5)
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ūid j

π+

= − i
2

(VCKM)i jyd
j (1 + γ

5) +
i
2

(V†CKM)i jyu
i (1 − γ5)
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